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❛55❡✐♥5 ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥5 ❝@✐5✐Q✉❡ ddynr ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✹✳✷✸ ❋❛❝✐OF ❞❡ @✉♣5✉@❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠>@✉F 514 ♦❜5❡♥✉ ♣❛@ ❡♥❧O✈❡♠❡♥5 ❞✬>❧>♠❡♥5F ❛②❛♥5
❛55❡✐♥5 ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥5 ❝@✐5✐Q✉❡ ddynr ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✹✳✷✹ ❋❛❝✐OF ❞❡ @✉♣5✉@❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠>@✉F 582 ♦❜5❡♥✉ ♣❛@ ❡♥❧O✈❡♠❡♥5 ❞✬>❧>♠❡♥5F ❛②❛♥5
❛55❡✐♥5 ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥5 ❝@✐5✐Q✉❡ ddynr ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
①
■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡
▲❡ ❝♦$♣& ❤✉♠❛✐♥ ❡&- ❧❡ $/&✉❧-❛- ❞❡ ♠✐❧❧✐♦♥& ❞✬❛♥♥/❡& ❞✬/✈♦❧✉-✐♦♥ ❛♠❡♥❛♥- ❧✬♦$❣❛♥✐&♠❡ ✉♥✐✲
❝❡❧❧✉❧❛✐$❡ 5 ❧❛ ♠/❝❛♥✐6✉❡ ❤②♣❡$&♦♣❤✐&-✐6✉/❡ 6✉❡ ♥♦✉& ❝♦♥♥❛✐&&♦♥& ❛✉❥♦✉$❞✬❤✉✐✳ ▲❛ 6✉❡&-✐♦♥
❞❡ &♦♥ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡♠❡♥- ❢❛✐- ❧✬♦❜❥❡- ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞❡♣✉✐& ❧✬❛♥-✐6✉✐-/ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝❝/❧/$❛-✐♦♥
❞✉$❛♥- ❧❛ ❘❡♥❛✐&&❛♥❝❡ ❬✾✱ ✶✵❪✳ ❉❛♥& ❝❡- ❡♥&❡♠❜❧❡✱ ❧❡ &6✉❡❧❡--❡ ❥♦✉❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥- ❧❡ $D❧❡
❞❡ ❝❤❛$♣❡♥-❡ &✉$ ❧❛6✉❡❧❧❡ &✬✐♥&E$❡♥- ❧❡& ❞✐✛/$❡♥-& ♠✉&❝❧❡&✳ ■❧ ♣$♦-E❣❡ ❛✉&&✐ ❝❡$-❛✐♥& ♦$❣❛♥❡&
✭❝$I♥❡✱ $❛❝❤✐& ❡- -❤♦$❛①✮ ❡- ♣❡✉- ❞❡✈❡♥✐$ &♦✉$❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✐✉♠ &❡❧♦♥ ❧❡& ❜❡&♦✐♥& ❞❡ ❧✬♦$❣❛♥✐&♠❡✳
❉❡♣✉✐& ♣❧✉& ❞❡ ❝✐♥6✉❛♥-❡ ❛♥&✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦$-❡♠❡♥- ♠/❝❛♥✐6✉❡ ❞✉ ❝♦$♣& ❤✉♠❛✐♥ ❡&- /-✉❞✐/ ♣❛$
❧❡& ❝♦♥&-$✉❝-❡✉$& ❛✉-♦♠♦❜✐❧❡& &♦✉-❡♥✉& ♣❛$ ❧❡& ♣♦✉✈♦✐$& ♣✉❜❧✐❝& ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣$/❤❡♥❞❡$
❧❡ $✐&6✉❡ ❧/&✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬❛✉-♦♠♦❜✐❧✐&-❡ ♦✉ ❞❡ &❡& ♣❛&&❛❣❡$& ❡♥ ❝❛& ❞✬❛❝❝✐❞❡♥-✳ ▲❡& ❝♦♥♥❛✐&✲
&❛♥❝❡& ♦❜-❡♥✉❡& ♦♥- ♣❡$♠✐& ❧❡ ❞/✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥- ❞❡ -❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡& ❡- ✐♥❢$❛&-$✉❝-✉$❡& ❛②❛♥- ✉♥
$D❧❡ ♣$/✈❡♥-✐❢ 5 ❧✬❛$$✐✈/❡ ❞✬❛❝❝✐❞❡♥-&✱ ❞✬/6✉✐♣❡♠❡♥-& ♠✐♥✐♠✐&❛♥- ❧❡& ❝♦♥&/6✉❡♥❝❡& ❞✬✉♥
❛❝❝✐❞❡♥- ❧♦$&6✉✬✐❧ &❡ ♣$♦❞✉✐- ❡- ❛♠/❧✐♦$❡$ ❧❛ ❝♦♦$❞✐♥❛-✐♦♥ ❞❡& ✐♥&-❛♥❝❡& ✉-✐❧❡& 5 ❧❛ ♣$✐&❡
❡♥ ❝❤❛$❣❡ ❞❡& ♣❡$&♦♥♥❡& ❛❝❝✐❞❡♥-/❡&✳ ❈❡& ♥♦✉✈❡❧❧❡& -❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡& ❝♦✉♣❧/❡& ❛✉① ❞✐✛/$❡♥-❡&
❝❛♠♣❛❣♥❡& ❞❡ ♣$/✈❡♥-✐♦♥ $♦✉-✐E$❡ ♣♦$-❡♥- ❧❡✉$& ❢$✉✐-& ♣✉✐&6✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♠♦$-& &✉$
❧❛ $♦✉-❡ ♥✬❛ ❝❡&&/ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡$ ❝❡& ❞❡$♥✐E$❡& ❛♥♥/❡& ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❡♥-✐♦♥♥❡♥- ❧❡& ❞❡$♥✐❡$&
$❛♣♣♦$-& ❞❡ ❧✬❆&&♦❝✐❛-✐♦♥ O$/✈❡♥-✐♦♥ ❘♦✉-✐E$❡ ❬✶✶❪✳ ❉❡♣✉✐& ✉♥❡ 6✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥/❡&✱ ❧❡&
❆❝❝✐❞❡♥-& ❞❡ ❧❛ ❱✐❡ ❈♦✉$❛♥-❡ ✭❆❝❱❈✮ &♦♥- /❣❛❧❡♠❡♥- ❞❡✈❡♥✉& ✉♥❡ ♣$/♦❝❝✉♣❛-✐♦♥ ♣✉✐&6✉❡
$❡&♣♦♥&❛❜❧❡& ❞❡ ✶✾ ✵✵✵ ❞/❝E& ❝❤❛6✉❡ ❛♥♥/❡ ❬✶✷❪✳ ❖♥ ② $❡❝❡♥&❡ ♥♦-❛♠♠❡♥- ❧❡& ❝❤✉-❡& ♦✉
❜❧❡&&✉$❡& ❧✐/❡& 5 ✉♥❡ ❛❝-✐✈✐-/ &♣♦$-✐✈❡ ♦✉ ❞❡ ❧♦✐&✐$ ❬✶✸❪✳ ▲❡& ❝❛& ♥♦♥ ❧/-❛✉① $❡♣$/&❡♥-❡♥-
❝❤❛6✉❡ ❛♥♥/❡ ♣❧✉& ❞❡ ✶✹✵ ✵✵✵ ♣$✐&❡& ❡♥ ❝❤❛$❣❡ ♣❛$ ❧❡& &❡♣- ❝❡♥-$❡& ❤♦&♣✐-❛❧✐❡$& 6✉✐ ♦♥-
♣❛$-✐❝✐♣/ 5 ❧✬/-✉❞❡ ♠❡♥/❡ ❡♥ ✷✵✵✹ ♣❛$ ❧✬■♥&-✐-✉- ❞❡ ❱❡✐❧❧❡ ❙❛♥✐-❛✐$❡ &✉$ ❧❡✉$& ❛❝-✐✈✐-/&
❡♥-$❡ ✶✾✾✾ 5 ✷✵✵✶ ❬✶✹❪✳ ❆✈❡❝ ✶✼✪ ❞❡& ❝❛& $❡❝❡♥&/&✱ ❧❛ ❢$❛❝-✉$❡ ❡&- ❧❛ -$♦✐&✐E♠❡ ❧/&✐♦♥
♦❜&❡$✈/❡ ❛♣$E& ❧❛ ❝♦♥-✉&✐♦♥ ✭✸✵✪✮ ❡- ❧❛ ♣❧❛✐❡ ✭✷✹✪✮✳
▲❛ ❝♦♠♣$/❤❡♥&✐♦♥ ❞❡& ♠/❝❛♥✐&♠❡& ❞❡ $✉♣-✉$❡ ❡&- ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♠❛❥❡✉$ ♣♦✉$ ❧✬❛♠/❧✐♦✲
$❛-✐♦♥ ❞❡& /6✉✐♣❡♠❡♥-& ❞❡ &/❝✉$✐-/ ♠❛✐& /❣❛❧❡♠❡♥- ♣♦✉$ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣$✐&❡ ❡♥ ❝❤❛$❣❡ ❞❡&
♣❛-✐❡♥-&✳ ❈❡--❡ ❝♦♠♣$/❤❡♥&✐♦♥ ❡&- &✉♣♣♦$-/❡ ❞❡♣✉✐& ♣❧✉&✐❡✉$& ❛♥♥/❡& ♣❛$ ❧✬✉-✐❧✐&❛-✐♦♥ ❞❡&
♠♦❞E❧❡& ♥✉♠/$✐6✉❡& ❞♦♥- ❧❡& ♣$/❞✐❝-✐♦♥& &✬❛✣♥❡♥- ❣$I❝❡ ❛✉ ❞/✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡$✐❡
♠/❞✐❝❛❧❡ ❡- ❞❡& ♦✉-✐❧& ❞❡ &✐♠✉❧❛-✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦$& ✈✉ ❛♣♣❛$❛Z-$❡ ❞❡& ♠♦❞E❧❡& ❞❡ ❝♦$♣&
❡♥-✐❡$& ♣♦✉$ ❧❡& &✐♠✉❧❛-✐♦♥& ❞❡ ❝$❛&❤✲-❡&-& ♦✉ ❞✬❛✉-$❡& ♣❧✉& ❧♦❝❛✉① &✐♠✉❧❛♥- ❧✬✐♥-❡$❛❝-✐♦♥
❡♥-$❡ ❧❡ -✐&&✉ ♦&&❡✉① ❡- ✉♥ ❛♣♣❛$❡✐❧❧❛❣❡ ❝❧✐♥✐6✉❡ -❡❧ 6✉❡ ❞❡& ❝❧♦✉& ❡- ✈✐& ❝❤✐$✉$❣✐❝❛✉① ♦✉
❡♥❝♦$❡ ❧♦$& ❞❡ ❧❛ ♣♦&❡ ❞❡ ♣$♦-❤E&❡& ❛$-✐❝✉❧❛✐$❡&✳ ▲❡✉$ ❛✈❛♥-❛❣❡ $/&✐❞❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥- ❞❛♥&
❧❛ ❞✐✈❡$&✐-/ ❞❡& ❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥& ❡- ❝♦♥❞✐-✐♦♥& ❞❡ &♦❧❧✐❝✐-❛-✐♦♥& ❡♥✈✐&❛❣❡❛❜❧❡& ❡- ❞♦♥❝ ❞❡
❞✐♠✐♥✉❡$ ❧❡ ❝❛$❛❝-E$❡ ❝❤$♦♥♦♣❤❛❣❡ ❡- ❝♦[-❡✉① ❞✬✉♥❡ /-✉❞❡ ❡①♣/$✐♠❡♥-❛❧❡✳ ▲❛ ✜❛❜✐❧✐-/ ❞❡&
♣$/❞✐❝-✐♦♥& ❡&- ❞♦♥❝ ❧✐/❡ 5 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡&❝$✐♣-✐♦♥ ❢❛✐-❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦$-❡♠❡♥- ❞✉ -✐&&✉ ♦&&❡✉①✳
▲❡& ❧♦✐& ✉-✐❧✐&/❡& &♦♥- -$E& ❧❛$❣❡♠❡♥- ✐&&✉❡& ❞❡ ❝❛$❛❝-/$✐&❛-✐♦♥& ❡①♣/$✐♠❡♥-❛❧❡& $/❛❧✐&/❡& 5
❧✬/❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝$♦&❝♦♣✐6✉❡✳ ▲✬❛$❝❤✐-❡❝-✉$❡ ❞✉ -✐&&✉ ♦&&❡✉① ♥✬❡&- ❛❧♦$& ♣❛& ♣$✐&❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡
♣♦✉$-❛♥- ❞✐✈❡$&❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ 5 ❧✬❛✉-$❡ ♦✉ ❞✬✉♥ &✐-❡ ❞✬/-✉❞❡ 5 ❧✬❛✉-$❡ ❝❤❡③ ✉♥ ♠\♠❡
&✉❥❡-✳ ❋❛❝❡ 5 ❝❡ ❝♦♥&-❛-✱ &❛ ♣$✐&❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❞❛♥& ❧❡& ❧♦✐& ❞❡ ❝♦♠♣♦$-❡♠❡♥- ♣$♦♣♦&/❡&
♣♦✉$ ❧❡& ♠♦❞E❧❡& ♥✉♠/$✐6✉❡& &❡♠❜❧❡ \-$❡ ✉♥ /❧/♠❡♥- ✐♠♣♦$-❛♥- ♣♦✉$ ❧❡✉$ ❜✐♦✜❞/❧✐-/ ❡-
♣♦✉$ ❛♠/❧✐♦$❡$ ❧❛ ❝♦♠♣$/❤❡♥&✐♦♥ ❞❡& ♠/❝❛♥✐&♠❡& ❧♦❝❛✉① ♠✐& ❡♥ ❥❡✉ ❡- ❛❜♦✉-✐&&❛♥- 5 ❧❛
✶
■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡
#✉♣"✉#❡ ❞✉ "✐//✉✳
❈❡ "#❛✈❛✐❧ ❞❡ "❤4/❡ /✬❡/" ✐♥"*#❡//* ❛✉ ♠❡♠❜#❡ /✉♣*#✐❡✉# ❞✉ ❝♦#♣/ ❤✉♠❛✐♥✱ /❡❣♠❡♥"
♣♦❧②✲❛#"✐❝✉❧* ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦✉❞❡✱ ❞✉ ♣♦✐❣♥❡" ❡" #❛""❛❝❤* ❛✉ "❤♦#❛① ♣❛# ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
❛#"✐❝✉❧❛✐#❡ ❞❡ ❧✬*♣❛✉❧❡✳ ▲✬*"✉❞❡ ♣♦#"❡#❛ ♣❧✉/ ♣❛#"✐❝✉❧✐4#❡♠❡♥" /✉# ❧❛ ♠♦❞*❧✐/❛"✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❤✉♠*#✉/ /♦✉/ ❞❡/ /♦❧❧✐❝✐"❛"✐♦♥/ ❞②♥❛♠✐=✉❡/✳ ❊❧❧❡ #❡♣♦/❡ /✉# ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞4❧❡ ❜❛/* /✉# ❧❡/ ♠*"❤♦❞❡/ ❞✬❤♦♠♦❣*♥*✐/❛"✐♦♥ ❞❡/ ♣#♦♣#✐*"*/ ♠*❝❛♥✐=✉❡/
❞❡ ❧✬♦/ ❝♦#"✐❝❛❧ =✉✐ ❧❡ ❝♦♥/"✐"✉❡ ❡♥ "❡♥❛♥" ❝♦♠♣"❡ ❞❡ /♦♥ ❛#❝❤✐"❡❝"✉#❡✳
❈❡""❡ "❤4/❡ /✬❛#"✐❝✉❧❡#❛ ❛✐♥/✐ ❡♥ =✉❛"#❡ ❝❤❛♣✐"#❡/ ✿
✲ ▲❡ ♣#❡♠✐❡# ❝❤❛♣✐"#❡ ❡/" ❝♦♥/❛❝#* @ ✉♥❡ #❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣#❛♣❤✐=✉❡ ❞❡/ ❝♦♥♥❛✐//❛♥❝❡/
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♣0$✐❡✉$❡ ❥✉"6✉✬D ❧❛ ♠✐✲❞✐❛♣❤②"❡ ♦S ✐❧ ❢♦$♠❡ ❧❡ ❜♦$❞ ❛♥'0$✐❡✉$ ❞❡ ❧❛ '✉❜0$♦"✐'0 ❞❡❧'♦M❞✐❡♥♥❡✳
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'❛✐❧❧❡ ❞❡" ♣♦$♦"✐'0"✳ ❇♦✉""♦♥ ❡' ❛❧✳ ❬✹✸❪ ✈♦♥' ❞❛♥" ❧❡ ♠<♠❡ "❡♥" ❡♥ $0❛❧✐"❛♥' ✉♥❡ 0'✉❞❡
❝♦♠♣❛$❛'✐✈❡ ❤♦♠♠❡"✴❢❡♠♠❡"✳ ❊♥ ✷✵✵✻✱ ❚❤♦♠❛" ❡' ❛❧✳ ❬✹✹❪ $0❛❧✐"❡♥' ✉♥❡ 0'✉❞❡ "'❛'✐"'✐7✉❡
7✉✐ ❡"'✐♠❡ 7✉❡ ❧❡ '❛✉① ❞❡ ♣♦$♦"✐'0 ❡"' ❡①♣❧✐7✉0 4 ✽✶✪ ♣❛$ ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡" ♣♦$♦"✐'0" ❛❧♦$"
7✉❡ ❧❛ $❡"♣♦♥"❛❜✐❧✐'0 ❞❡ ❧❡✉$ ♥♦♠❜$❡ ♥❡ "❡$❛✐' ❝♦♠♣$✐"❡ 7✉✬❡♥'$❡ ✶✷ ❡' ✶✻✪✳ ❊♥'$❡ ❧❡
'❛✉① ❞❡ ♣♦$♦"✐'0 ❡' ❧❡✉$ ♠♦$♣❤♦♠0'$✐❡✱ ✐❧" ♣$0❝✐"❡♥' 7✉❡ ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡" ♣♦$♦"✐'0" ❡①♣❧✐7✉❡
❧❡ '❛✉① ❞❡ ♣♦$♦"✐'0 4 ✽✶✪ ❛❧♦$" 7✉✬✐❧ ♥❡ "❡$❛✐' ❝♦♠♣$✐" 7✉✬❡♥'$❡ ✶✷ ❡' ✶✻✪ ♣♦✉$ ❧❡✉$ ♥♦♠❜$❡✳
✶✵
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✿ ❘!❝❛♣✐&✉❧❛&✐❢ ❞❡, &❛✉① ❞❡ ♣♦/♦,✐&! ❞❡ ❧✬♦, ❝♦/&✐❝❛❧ ❤✉♠❛✐♥ ✐,,✉, ❞❡ ❧❛ ❧✐&&!/❛&✉/❡✳
✭▲❡, ✈❛❧❡✉/, ,♦♥& ❞♦♥♥!❡, ❡♥ ✪✮
❆✉"❡✉$ ❖& ❩♦♥❡ ❚❡❝❤♥✐.✉❡ ♠✐♥ ♠❛① ♠♦②
❲❛❝❤"❡$ ❡" ❛❧✳ ❬✸✶✱ ✸✽❪ ❢=♠✉$ ❉✐❛♣❤②&❡ ❘❛②♦♥ ❳
✶ ✸✶ ✶✵✳✸±✼
✹ ✷✻ ✾✳✶±✺
❈♦♦♣❡$ ❡" ❛❧✳ ❬✹✵❪ ❢=♠✉$ ❉✐❛♣❤②&❡ ❘❛②♦♥ ❳ ✷✳✶ ✸✺✳✾ ✲
❘♦❤$❜❛❝❤ ❡" ❛❧✳ ❬✸✵❪ ❢=♠✉$ ❉✐❛♣❤②&❡ ❘❛②♦♥ ❳ ✲ ✲ ✶✵✳✶±✹✳✽
❇♦✉&&♦♥ ❡" ❛❧✳ ❬✹✸❪ ❢=♠✉$ ❉✐❛♣❤②&❡ ❘❛②♦♥ ❳ ✲ ✲ ✽✳✷✻±✵✳✻✽
❇❛②$❛❦"❛$ ❡" ❛❧✳ ❬✸✾❪ ❢=♠✉$ ❉✐❛♣❤②&❡ ❝❛♠=$❛ ❞✐❣✐"❛❧❡ ✹✳✻ ✸✺✳✻ ✶✺✳✸✻±✼✳✺
❙❝❤❛✤❡$ ❡" ❛❧✳ ❬✸✼❪ ❢=♠✉$✴"✐❜✐❛ ❉✐❛♣❤②&❡ ♠✐❝$♦&❝♦♣✐❡ ♦♣"✐.✉❡ ✲ ✲ ✹✳✶±✶✳✹
✷ ❈❛#❛❝%&#✐(❛%✐♦♥ ♠&❝❛♥✐,✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠&#✉(
❈❡$$❡ ♣❛"$✐❡ ❡'$ ❝♦♥'❛❝"%❡ ❧✬%✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡' ❝❛"❛❝$%"✐'$✐+✉❡' ♠%❝❛♥✐+✉❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✳ ▲✬♦'
❤✉♠%"❛❧ %$❛♥$ ✉♥ ♠❛$%"✐❛✉ ♠✉❧$✐✲%❝❤❡❧❧❡✱ '❡' ♣"♦♣"✐%$%' '❡"♦♥$ ♣"%'❡♥$%❡' 8 $"❛✈❡"' ❞❡'
❡''❛✐' ❝❧❛''✐+✉❡' ✭$"❛❝$✐♦♥✱ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥✱ ✢❡①✐♦♥✱✳✳✳✮ '✉" ♣✐=❝❡' ❛♥❛$♦♠✐+✉❡' ❡$ '✉" %❝❤❛♥✲
$✐❧❧♦♥'✳ >✉✐' ♥♦✉' ♣❛"❧❡"♦♥' ❞❡ ❧❛ ❝❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠✐❝"♦'❝♦♣✐+✉❡ ♣❛" ♥❛♥♦✲✐♥❞❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡'
$✐''✉' ♦'$%♦♥❛❧ ❡$ ✐♥$❡"'$✐$✐❡❧ ❡$ $❡"♠✐♥❡"♦♥' ❡♥ ❛❜♦"❞❛♥$ ❧❡' ♣"♦❝❡''✉' ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$
❛♠❡♥❛♥$ 8 ❧❛ "✉♣$✉"❡✳
✷✳✶ ❈❛%❛❝'(%✐*❛'✐♦♥ ♠❛❝%♦*❝♦♣✐/✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠(%✉*
>♦✉" ❧❛ ❞%$❡"♠✐♥❛$✐♦♥ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐+✉❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥ ❡$ ❧❡✉" ✐♥$%❣"❛$✐♦♥
❛✉① ♠♦❞=❧❡' ♥✉♠%"✐+✉❡'✱ ❧❛ ❝❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦' ❤✉♠%"❛❧ ❡'$ ♥%❝❡''❛✐"❡✳
❊♥ ♣❧✉'✱ ❧❡' ❡''❛✐' ❣❧♦❜❛✉① '✉" ❞❡' ❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥' '♦♥$ %❣❛❧❡♠❡♥$ "❡+✉✐' ♣♦✉" ❧❛ ✈❛❧✐❞❛✲
$✐♦♥ ❞❡' ♠♦❞=❧❡' ❞✬♦' ♣❛" "❛♣♣♦"$ ❛✉① ❞♦♥♥%❡' ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡'✳ ❆✐♥'✐✱ ❞✐✛%"❡♥$' $②♣❡' ❞❡
❝❤❛"❣❡♠❡♥$ ♦♥$ %$% ✐♥✈❡'$✐❣✉%'✳ ❉❛♥' ❝❡ ❝♦♥$❡①$❡✱ ◗✉ ❬✹✺❪ ❛ %$✉❞✐% ❧❡' ❡✛❡$' ❞✬✉♥❡ ✈❛"✐%$%
❞❡ ❢♦"❝❡' ♠%❝❛♥✐+✉❡' '✉" ❧❛ ♠♦"♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞❡ ✹✻ '✉❥❡$' ♠❛'❝✉❧✐♥'✳ ▲✬❛♣♣"♦❝❤❡
❝♦♥'✐'$❛✐$ 8 ♠❡'✉"❡" ❧✬%♣❛✐''❡✉" ❝♦"$✐❝❛❧❡ ❡$ ❧❡ ❞✐❛♠=$"❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❡♥ '❛ ♣❛"$✐❡ ♣"♦①✐✲
♠❛❧❡✱ ✐♥$❡"♠%❞✐❛✐"❡ ❡$ ❞✐'$❛❧❡ ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❞❡' ✐♠❛❣❡' "❛❞✐♦❣"❛♣❤✐+✉❡'✳ ❉✬❛♣"=' ❧❡' "%'✉❧$❛$'
❞❡ '❡' $"❛✈❛✉①✱ ❧❡ ❝❤❛"❣❡♠❡♥$ '$❛$✐+✉❡ '❡♠❜❧❡ ❢❛✈♦"✐'❡" ✉♥❡ ❝"♦✐''❛♥❝❡ ♣❧✉' %❧❡✈%❡ 8 ❧✬♦' +✉❡
❧❡' ❝❤❛"❣❡♠❡♥$' ❞②♥❛♠✐+✉❡'✳ ❖♥ ♣❡✉$ %❣❛❧❡♠❡♥$ ❝✐$❡" ❧❡' $"❛✈❛✉① ❞❡ ❙✐❧❧❛" ❡$ ❛❧✳ ❬✹✻❪ +✉✐
♦♥$ ♣"♦❝%❞% 8 ❞❡' $❡'$' ❜✐♦♠%❝❛♥✐+✉❡' ❝♦♠♣❛"❛$✐❢' '✉" ❧❛ "%'✐'$❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ $P$❡ ❞❡ ❢%♠✉"'
❡$ ❞✬❤✉♠%"✉' '♦✉' ❝❤❛"❣❡♠❡♥$ ❞❡ $②♣❡ $"❛❝$✐♦♥✳ ❈❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ %$✉❞✐% ❧❡' ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥'
%❧❛'$✐+✉❡' ❡$ ♣❡"♠❛♥❡♥$❡' ❞✉ ❝❛"$✐❧❛❣❡ ❛"$✐❝✉❧❛✐"❡ '♦✉' '♦❧❧✐❝✐$❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡✳ ■❧' ♦♥$
❝♦♥❝❧✉ +✉❡ ❧❛ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ %❧❛'$✐+✉❡ ❡'$ '✉♣%"✐❡✉"❡ 8 ❧❛ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ ♣❡"♠❛♥❡♥$❡✱ ♠❛✐' +✉❡
❧✬❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛"❣❡ ❞✉❡ 8 ❧❛ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ ♣❡"♠❛♥❡♥$❡ ❞❡✈✐❡♥$ ♣❧✉' ✐♠♣♦"$❛♥$❡✳
❉❛♥' ❧❛ ♠P♠❡ ❞%♠❛"❝❤❡✱ ❇"② ❡$ ❛❧✳ ❬✹✼❪ ♦♥$ ♣"♦♣♦'% ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣"♦$♦❝♦❧❡ ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧
♣♦✉" $❡'$❡" ❞❡' %❝❤❛♥$✐❧❧♦♥' ❞✬♦' ❤✉♠%"❛❧ ❞❡ ♠P♠❡ ❢♦"♠❡ ❡♥ $"❛❝$✐♦♥ ❡$ ❡♥ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥
❞❛♥' ❧❡' ❞✐"❡❝$✐♦♥' ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡ ❡$ $"❛♥'✈❡"'❡ ❡$ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠P♠❡ ❝♦♥✜❣✉"❛$✐♦♥ ✐♥✐$✐❛❧❡ ♣♦✉"
%✈✐$❡" ❧✬✐♥$"❛✲✈❛"✐❛❜✐❧✐$%✳ ▲❛ ❢♦"♠❡ ❞❡' %❝❤❛♥$✐❧❧♦♥' ❛ %$% '♣%❝✐❛❧❡♠❡♥$ ❝♦♥U✉❡ ♣♦✉" P$"❡
♣"♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦"♠❡ ♥♦"♠❛❧✐'%❡✳ >♦✉" ✉♥ ❛✉$"❡ $②♣❡ ❞❡ ❝❤❛"❣❡♠❡♥$✱ ❙✇❛♥'♦♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✹✽❪ ♦♥$
♠❡♥% ✉♥❡ %$✉❞❡ ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡' ❡''❛✐' ❞❡ ❢❛$✐❣✉❡ ❡♥ "♦$❛$✐♦♥ '✉" ❞❡' %♣"♦✉✈❡$$❡'
❡♥ ♣♦"$❡ 8 ❢❛✉① ❡①$"❛✐$❡' ❞❛♥' ❧❛ ❞✐"❡❝$✐♦♥ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡ 8 ♣❛"$✐" ❞❡ ❝♦"$❡① ❞✬♦' ❤✉♠❛✐♥'✳
❉❡' "❡❧❛$✐♦♥' ✐♥✈❡"'❡' ❡♥$"❡ ❧✬❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥$"❛✐♥$❡ ❡$ ❧❛ ❞✉"%❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡♥ ❢❛$✐❣✉❡ ♦♥$ %$%
✶✶
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
✐❞❡♥$✐✜%❡'✳ 4♦✉❧♣✐+✉❡$ ❡$ ❱❛❧✈❡"❞❡ ❬✹✾❪ ♦♥$ %$✉❞✐%✱ +✉❛♥$ = ❡✉①✱ $"♦✐' ❝❛' ❞❡ ❢"❛❝$✉"❡ ♣❛"
❢❛$✐❣✉❡ ❞✬❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥'✳ ▲❡ ♣"❡♠✐❡" ❝❛'✱ ❛✈❡❝ ❢"❛❝$✉"❡ '♣✐"♦B❞❡ ❝♦♠♣❧C$❡✱ '✉✐$❡ = ✉♥
❡①❡"❝✐❝❡ ❞❡ ❣"✐♠♣❡" ❞❡ ❝♦"❞❡ ❛✉ $❡"♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣%"✐♦❞❡ ❞✬❡♥$"❛✐♥❡♠❡♥$ ✐♥$❡♥'❡✳ ▲❡' '✉✐✈❛♥$'
%$❛✐❡♥$ '✉"✈❡♥✉' ❛✉ ❞%❜✉$ ❞❡ ❧✬❡♥$"❛✐♥❡♠❡♥$✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ♠♦♥$"❡♥$ +✉✬✉♥ ❡♥$"❛✐♥❡♠❡♥$
✐♥$❡♥'✐❢ ❡$ ❞❡' ❝♦♥$"❛✐♥$❡' "%♣%$%❡' ♣❡✉✈❡♥$ ❝❛✉'❡" ❧❛ "✉♣$✉"❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞❡ ♣❡"'♦♥♥❡'
'♣♦"$✐✈❡' ❞♦♥❝ ❛②❛♥$ ✉♥❡ '$"✉❝$✉"❡ ♦''❡✉'❡ ❜✐♦♠%❝❛♥✐+✉❡♠❡♥$ ❛❞❛♣$%❡✳ ❈♦♥❝❡"♥❛♥$ ❞❡'
❡''❛✐' ❞②♥❛♠✐+✉❡'✱ ♦♥ ♣❡✉$ ❢❛✐"❡ "%❢%"❡♥❝❡ = ❧✬%$✉❞❡ ❞❡ ❉✉♠❛ ❡$ ❛❧✳❬✺✵❪ +✉✐ ♦♥$ ❝❛"❛❝$%✲
"✐'% ❧✬❡✛♦"$ ❡$ ❧❛ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ = ❧❛ "✉♣$✉"❡ ❞❡ ✶✷ ❤✉♠%"✉' ❢%♠✐♥✐♥' ✭N❣❡ ♠♦②❡♥ ✿ ✺✼±✶✶
❛♥'✮ ❧❛✐''%' ❞❛♥' ❧❡✉" ❝❤❛✐"❡ ❡$ '♦✉♠✐' = ❞❡' $❡'$' ❡♥ ✢❡①✐♦♥ $"♦✐' ♣♦✐♥$'✳ ▲❛ ✈✐$❡''❡ ❞✬✐♠✲
♣❛❝$ %$❛✐$ ❞❡ ✸✱✻✸♠✴' ❞❛♥' ❧❛ ❞✐"❡❝$✐♦♥ ❛♥$%"♦✲♣♦'$%"✐❡✉"❡ ❞❡' ♣✐C❝❡' ❛♥❛$♦♠✐+✉❡'✳ ▲❛
❝❛♠♣❛❣♥❡ ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡ ❞❡ ❉✉♣"❡② ❡$ ❛❧✳ ❬✺✶❪ ❛ ♣♦"$% '✉" ❞♦✉③❡ ❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥ ❞❡ '✐①
'✉❥❡$' ✭+✉❛$"❡ ❤♦♠♠❡'✱ ❞❡✉① ❢❡♠♠❡'✱ N❣❡ ♠♦②❡♥ ✿ ✼✻ ❛♥'✮✳ ▲❡ ♣"♦$♦❝♦❧❡ ❞❡ ❱❛"❣❤❡'❡ ❡$ ❛❧✳
❬✸❪ %$❛✐$ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉' "✐❝❤❡ ♣✉✐'+✉✬✐❧ ❛ ❝❛"❛❝$%"✐'% ❧❡' ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ❞❡ ✸✻ ♦' ❧♦♥❣' ♣"%❧❡✈%'
❞❡ ✻ '✉❥❡$' ✭✷ ❤♦♠♠❡'✱ ✹ ❢❡♠♠❡'✮ ❞♦♥$ ✶✵ ❤✉♠%"✉' '♦✉♠✐' = ❞❡' ❡''❛✐' +✉❛'✐✲'$❛$✐+✉❡'
❡♥ ✢❡①✐♦♥ $"♦✐' ♣♦✐♥$' ✭✜❣✉"❡ ✶✳✼✮ = ✉♥❡ ✈✐$❡''❡ ❞❡ ✶♠♠✴♠✐♥ ❥✉'+✉✬= ✉♥ ❡✛♦"$ ❞❡ ✶✵✵✵◆
♣✉✐' ❡♥ $♦"'✐♦♥ = ✉♥❡ ✈✐$❡''❡ ❞❡ ✶✝✴' ❥✉'+✉✬= "✉♣$✉"❡✳ ▲✬%$✉❞❡ ❧❛ ♣❧✉' "%❝❡♥$❡ ❡'$ ❝❡❧❧❡ ❞❡
▼✉❦❤❡"❥❡❡ ❡$ ❛❧✳❬✺✷❪ +✉✐ ♦♥$ ❝❛"❛❝$%"✐'% ❧❡ ❝♦♠♣♦"$❡♠❡♥$ ❞❡ ✷✷ ❤✉♠%"✉' ❣❛✉❝❤❡' ❡$ ❞"♦✐$'
✭N❣❡ ✿ ❡♥$"❡ ✹✵ ❡$ ✻✵ ❛♥'✮ = ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡''❛✐' +✉❛'✐✲'$❛$✐+✉❡' ❡♥ ✢❡①✐♦♥ $"♦✐' ♣♦✐♥$' ✭✈✐$❡''❡
♥♦♥ ♠❡♥$✐♦♥♥%❡✮ ♣✉✐' ❡♥ ❞②♥❛♠✐+✉❡' = ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣✉✐$' ❞❡ ❝❤✉$❡✳ ▲❛ ✈✐$❡''❡ ❞✬✐♠♣❛❝$
%$❛✐$ "%❣✐❡ ♣❛" ❧❛ ❤❛✉$❡✉" ❞❡ ❝❤✉$❡ ❞✉ ♣✉✐$'✱ $"♦✐' ❞✐✛%"❡♥$❡' ♦♥$ %$% ✉$✐❧✐'%❡' ✿ ✵✱✺✱ ✶ ❡$
✶✱✺♠✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✼✿ ■❧❧✉#$%❛$✐♦♥ ❞❡# ❡##❛✐# ,✉❛#✐✲#$❛$✐,✉❡# ❞❡ ❱❛%❣❤❡#❡ ❡$ ❛❧✳❬✸❪
❊♥ ❝❡ +✉✐ ❝♦♥❝❡"♥❡ ❧❛ "✉♣$✉"❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' '♦✉' ❝❤❛"❣❡♠❡♥$ ♣❤②'✐♦❧♦❣✐+✉❡✱ ❙✐♠♣'♦♥ ❬✺✸❪
❛ ♣"%'❡♥$% ✉♥❡ "❡✈✉❡ ❞❡' ❞✐✛%"❡♥$❡' $❡❝❤♥✐+✉❡' ❞❡ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ "✉♣$✉"❡ ❞✬❤✉♠%"✉'✳
❉❡ ♣❧✉'✱ ❈♦✉"$✲❇"♦✇♥ ❡$ ▼❝◗✉❡❡♥ ❬✺✹❪ ♦♥$ "%❛❧✐'% ✉♥❡ ❝❧❛''✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡' ❞✐✛%"❡♥$' ❢❛❝✐C'
❞❡ ❢"❛❝$✉"❡' ❞✬❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥'✳ ❉❡' ❝♦""%❧❛$✐♦♥' ❡♥$"❡ ❧❡' $②♣❡' ❞❡ ❢"❛❝$✉"❡ ❡$ ❧✬N❣❡ ❞❡'
'✉❥❡$' ♦♥$ %$% ♣"♦♣♦'%❡'✳ ▲❡' "%'✉❧$❛$' ✐''✉' ❞❡ ❝❡$$❡ %$✉❞❡ ♦♥$ ♠♦♥$"% +✉❡ ❧❛ ❣❡'$✐♦♥
♥♦♥✲♦♣%"❛$♦✐"❡ '❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥❡" ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉"' "%'✉❧$❛$' ❞❛♥' ❧❡ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡
❧✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧ ❝❤❡③ ❧❡' ♣❛$✐❡♥$' N❣%'✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ♥✬♦♥$ ♣❛' "%✉''✐ = $"♦✉✈❡" ✉♥ $②♣❡
❞❡ ❢"❛❝$✉"❡ ❞❛♥' ❝❡ ❣"♦✉♣❡ ❞❡ ♣❛$✐❡♥$' ❝❤❡③ ❧❡'+✉❡❧' ❧❛ ❝❤✐"✉"❣✐❡ ❡'$ ❜%♥%✜+✉❡✳ ❑❧❡♥❡"✲
♠❛♥ ❬✺✺❪ ❛ %❣❛❧❡♠❡♥$ ♣"%'❡♥$% ✉♥❡ %$✉❞❡ ❞❡ ❝❧❛''❡♠❡♥$ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡' ❞✐✛%"❡♥$' ❢❛❝✐C'
✶✷
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❞❡ ❢"❛❝$✉"❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥ ❞❡' ♦' ❧♦♥❣'✳ ■❧ ❝♦♥❝❧✉$ +✉❡ ❧❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡ ❧❛ ❞✐❛♣❤②'❡
❤✉♠%"❛❧❡✱ ♦✉ ❣%♥%"❛❧❡♠❡♥$ ❧❡' ♦' ❧♦♥❣✱ ✈❛"✐❡♥$ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛$✉"❡ ❡$ ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❡♥❝❡
❞❡' ❝❤❛"❣❡' ❛♣♣❧✐+✉%❡'✱ $❛♥❞✐' +✉❡ ❧❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡' ❡①$"%♠✐$%' ♣"♦①✐♠❛❧❡' ❞%♣❡♥❞❡♥$ ❞❡
❧✬❛♥❛$♦♠✐❡ ❞❡ ❧✬♦' +✉✐✱ ; '♦♥ $♦✉"✱ ❡'$ ❧✐%❡ ❛✉ ❞%✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❡♠❜"②♦❧♦❣✐+✉❡ ❞❡' %♣✐♣❤②'❡'✳
❉❡ ♠>♠❡✱ ❨♦✉''❡❢ ❡$ ❛❧✳ ❬✺✻❪ ♦♥$ ♣"%'❡♥$% ✉♥❡ "❡✈✉❡ ❛♥❛$♦♠✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❡$ ❞❡ ❧✬❛♥❛✲
$♦♠✐❡ ❛♣♣❧✐+✉%❡ ❡♥ ❝❡ +✉✐ ❝♦♥❝❡"♥❡ ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡' ❞✐✛%"❡♥$' ❢❛❝✐G' ❞❡ ❢"❛❝$✉"❡ ❡$ ❞❡'
❛♣♣"♦❝❤❡' ❝❤✐"✉"❣✐❝❛❧❡' ❞❛♥' ❝❤❛+✉❡ ❝❛'✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ %❣❛❧❡♠❡♥$ %$❛❜❧✐ ✉♥ ❞✐❛❣♥♦'$✐❝
❞%$❛✐❧❧% ❡$ ✉♥❡ ❞✐'❝✉''✐♦♥ ❞❡' ♠%$❤♦❞❡' ❡$ ❞❡' "%'✉❧$❛$' ❞✉ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡ ❢"❛❝$✉"❡' ❞✬❤✉✲
♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥'✳ ❙❤"❛❞❡" ❡$ ❛❧✳ ❬✺✼❪✱ +✉❛♥$ ; ❡✉①✱ ♦♥$ ♠❡♥% ✉♥❡ %$✉❞❡ ♣♦✉" ❝♦♠♣"❡♥❞"❡
❧❛ ✈❛"✐❛❜✐❧✐$% ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✳ ✶✶✸ ✐♠❛❣❡' "❛❞✐♦✲❣"❛♣❤✐+✉❡' ❞❡ ❢"❛❝$✉"❡' ♣"♦①✐✲
♠❛❧❡' ❞✬❤✉♠%"✉' ♦♥$ %$% %✈❛❧✉%❡' ♣❛" $"♦✐' ❝❧✐♥✐❝✐❡♥' ❞✐✛%"❡♥$'✳ ■❧ ❛ %$% ❞❡♠❛♥❞% ❛✉① $"♦✐'
❝❧✐♥✐❝✐❡♥' ❞❡ "%♣♦♥❞"❡ ✐♥❞%♣❡♥❞❛♠♠❡♥$ ; ♥❡✉❢ +✉❡'$✐♦♥' "❡❧❛$✐✈❡' ❛✉① ❢"❛❝$✉"❡'✱ ❞❡ ❝❧❛'✲
'❡" ❧❛ ❢"❛❝$✉"❡ '❡❧♦♥ ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡ ◆❡❡" ❡$ ❞❡ "❡❝♦♠♠❛♥❞❡" ✉♥ $"❛✐$❡♠❡♥$✳ ■❧ ❛ %$%
❝♦♥❝❧✉ ; ❧❛ '✉✐$❡ ❞❡ ❝❡$$❡ ✐♥✈❡'$✐❣❛$✐♦♥ +✉❡ ♣♦✉" ❛♠%❧✐♦"❡" ❧❛ ❝♦❤%"❡♥❝❡ ❞❛♥' ❧❛ ❝♦♠♣"%✲
❤❡♥'✐♦♥ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞✬❤✉♠%"✉'✱ ❧✬✐♠❛❣❡"✐❡ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❝♦♠♣❧❡①❡' ❞♦✐$ >$"❡ "❡♥❢♦"❝%❡✳
N♦✉" ❧❡ ♠>♠❡ ♦❜❥❡❝$✐❢✱ ❈♦'$❛♥ ❡$ ❆'❤✇♦♦❞ ❬✺✽❪ ♦♥$ ♣"%'❡♥$% ✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡ ❞❡ ❞✐✛%"❡♥$'
❝❛' ❞❡ "✉♣$✉"❡ ❞✬❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥'✳ ■❧' ♦♥$ ❝♦♥'$❛$% +✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛"$ ❞❡' "✉♣$✉"❡' ❞❡ ❝❡$ ♦'
'✉"✈✐❡♥$ ❝❤❡③ ❧❡' ❢❡♠♠❡' T❣%❡' ❞❡ ♣❧✉' ❞❡ ✻✵ ❛♥' +✉✐ '♦✉✛"❡♥$ ❞✬♦'$%♦♣♦"♦'❡ ❡$ '♦✉✛"❡♥$
❞❡ ❢"❛❝$✉"❡' ❛♣"G' ✉♥❡ '✐♠♣❧❡ ❝❤✉$❡✳ ❈❤❡③ ❧❡' ❥❡✉♥❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ❝❡' ❢"❛❝$✉"❡' "%'✉❧$❡♥$ ❞❡
❜❧❡''✉"❡' ; ❤❛✉$❡ %♥❡"❣✐❡ ✭❛❝❝✐❞❡♥$' ❞❡ ❧❛ ❝✐"❝✉❧❛$✐♦♥ "♦✉$✐G"❡✮✳ ❊♥✈✐"♦♥ ✼✺✪ '♦♥$ ❞❡' ❢"❛❝✲
$✉"❡' ♥♦♥ ❞%♣❧❛❝%❡' '❡❧♦♥ ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡ ◆❡❡" ❡$ ♣❡✉$ >$"❡ $"❛✐$%❡ ♥♦♥✲♦♣%"❛$♦✐"❡✳ ▲❡'
✷✺✪ "❡'$❛♥$' ♥%❝❡''✐$❡♥$ ✉♥❡ ✐♥$❡"✈❡♥$✐♦♥ ❝❤✐"✉"❣✐❝❛❧❡ '✉" ❧❛ ❜❛'❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐''❛♥❝❡ ❞❡
❧✬❛♥❛$♦♠✐❡ ❞❡ ❧✬❡①$"%♠✐$% ♣"♦①✐♠❛❧❡✱ ❞✉ ♠%❝❛♥✐'♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❧❡''✉"❡ ❡$ ❞❡ ❧❛ +✉❛❧✐$% ❞❡ ❧✬♦'
❞✉ ♣❛$✐❡♥$✳ ❆❧♦"' +✉❡ ❈❛❧❧❛❣❤❛♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✺✾❪ '❡ '♦♥$ ❢♦❝❛❧✐'%' '✉" ❧✬%$✉❞❡ ❞✬✉♥ ❝❛' "❛"❡ ❞❡
❢"❛❝$✉"❡ ❞✬❤✉♠%"✉' ❞✬✉♥ ❧❛♥❝❡✉" ❞❡ ❜❛❧❧❡✳ ■❧' ♦♥$ ❞%❝"✐$ ❧❡' ♠%❝❛♥✐'♠❡' ❞❡ "✉♣$✉"❡ ❞✬♦' ❞✉❡
; ✉♥❡ ❛❝$✐♦♥ ♠✉'❝✉❧❛✐"❡ '%✈G"❡ +✉✐ "❡♣"%'❡♥$❡ ✉♥❡ ❝❛✉'❡ "❛"❡ ❞❡ ❢"❛❝$✉"❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉" %✈❛❧✉❡" ❧❡' ❡✛❡$' ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' '✉" ❧❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐+✉❡' ❞❡ ❧✬♦' ❤✉♠%✲
"❛❧✱ ▼❛❧❞♦♥❛❞♦ ❡$ ❛❧✳ ❬✻✵❪ ♦♥$ ✐♥✈❡'$✐❣✉% ❧❡' ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧ '❛✐♥ ❡$
❢"❛❝$✉"% ❛✈❡❝ ❞❡' ❝♦♥❞✐$✐♦♥' ❞❡ ❝❤❛"❣❡♠❡♥$ ♣❤②'✐♦❧♦❣✐+✉❡✳ ❉❡✉① ❤✉♠%"✉' ♦♥$ %$% ❝❤♦✐'✐'
♣♦✉" ❝❡$$❡ %$✉❞❡✱ ❧❡ ♣"❡♠✐❡" ♦'$%♦♣♦"♦$✐+✉❡ ❡$ ❧❡ ❞❡✉①✐G♠❡ '❛✐♥ ♣"✐' ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ "%❢%"❡♥❝❡✳
❉❛♥' ❞❡' ❝♦♥❞✐$✐♦♥' ❞❡ ❝❤❛"❣❡♠❡♥$ ♣❤②'✐♦❧♦❣✐+✉❡'✱ ❧❡' ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ❡$ ❝♦♥$"❛✐♥$❡' ❞❡ ❧✬♦'
♦♥$ %$% ❛♥❛❧②'%❡'✳ ❈❡$$❡ %$✉❞❡ ❞%♠♦♥$"❡ +✉❡ ❧❛ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ ❞❛♥' ❧✬♦' ♦'$%♦♣♦"♦$✐+✉❡ ✭❞❡
♠❛✉✈❛✐'❡ +✉❛❧✐$%✮ ❡'$ ❝♦♥'✐❞%"❛❜❧❡♠❡♥$ ♣❧✉' %❧❡✈%❡ ✭❥✉'+✉✬; ✰✸✵✪✮ +✉❡ ❞❛♥' ❧✬♦' '❛✐♥✳ ❖♥
♣❡✉$ ❛✉''✐ ❝✐$❡" ❧✬%$✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣"❛♣❤✐+✉❡ ♣"%'❡♥$%❡ ♣❛" ●✉❣❣❡♥❜✉❤❧ ❡$ ❛❧✳ ❬✻✶❪ ♣♦✉" "❡❝✉❡✐❧❧✐"
❞❡' ✐♥❢♦"♠❛$✐♦♥' '✉" ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧✱ ❞✉ ❜❛''✐♥ ❡$ ❞❡ ❧❛
❝❤❡✈✐❧❧❡ ❡$ ❧❡✉"' ❧✐❡♥' ♣♦''✐❜❧❡' ❛✈❡❝ ❧✬♦'$%♦♣♦"♦'❡✳ ❈❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ ❝♦♥❝❧✉ +✉❡ ❧❡' ❢"❛❝$✉"❡'
❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧ "%♣♦♥❞❡♥$ ❝❧❛✐"❡♠❡♥$ ❛✉① ❝"✐$G"❡' ❞❡ ❢"❛❝$✉"❡' ♦'$%♦♣♦"♦$✐+✉❡'✳
●❧♦❜❛❧❡♠❡♥$✱ ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❛✉❣♠❡♥$❡ ❛✈❡❝ ❧✬T❣❡✳
❉✬❛✉$"❡ ♣❛"$✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛✈❛♥❝%❡ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐+✉❡ ❞❡' ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡' ❞❡' ♦"❞✐♥❛$❡✉"'✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡'
$❡❝❤♥✐+✉❡' ♣❡"♠❡$$❛♥$ ❞✬%$✉❞✐❡" ❧❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠♦"♣❤♦❧♦❣✐+✉❡' ❞❡ ❧✬♦' ❛✐♥'✐ +✉❡ ❧❡✉" ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ '✉" ❧❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐+✉❡'✱ ♦♥$ ✈✉ ❧❡ ❥♦✉"✳ N❛"♠✐ ❝❡' ♠%$❤♦❞❡'✱ ♦♥ ♣❡✉$ ❝✐$❡"
❧❛ $♦♠♦❞❡♥'✐$♦♠%$"✐❡ +✉❡ ❙✉♠♥❡" ❡$ ❆♥❞"✐❛❝❝❤✐ ❬✻✷❪ ♦♥$ ✉$✐❧✐'% ♣♦✉" %✈❛❧✉❡" ❞❡' "❡❧❛$✐♦♥'
❡♥$"❡ ❧❡' ♣"♦♣"✐%$%' ❣%♦♠%$"✐+✉❡' ❞❡' '❡❝$✐♦♥' ❞✬♦' ❡$ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉" ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❡$ ❞✉ ❢%✲
♠✉" ❤✉♠❛✐♥✳ ✽✸ ♣❛✐"❡' ❞✬❤✉♠%"✉' ❡$ ❢%♠✉"' ♦♥$ %$% ❡①❛♠✐♥%' ❞❛♥' ❧❛ ♣%"✐♦❞❡ ❡♥$"❡ ❧❛
♥❛✐''❛♥❝❡ ❡$ ❧✬T❣❡ ❞❡ ✸✵ ❛♥'✳ ▲❡' ♣"♦♣"✐%$%' ❣%♦♠%$"✐+✉❡' ❞❡' '❡❝$✐♦♥' $"❛♥'✈❡"'❛❧❡' ♦♥$
✶✸
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
%$% ❞%$❡"♠✐♥%❡' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛♣❤②'❡ ♣❛" ❞❡' '❝❛♥♥❡"'✳ ❯♥ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ♣♦✉$"❡ ❛ %$%
❞%✈❡❧♦♣♣% ♣♦✉" ♣"%❞✐"❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❞✐❛♣❤②'❡ ❡♥
❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬;❣❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞7❧❡✱ ❧❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ ♠♦♥$"% +✉❡ ❧✬❡✛♦"$ ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧❛ ❞✐❛♣❤②'❡ +✉❡ ♣❡✉$ '✉♣♣♦"$❡" ❧❡ ❢%♠✉" ❡'$ ♣❧✉' ✐♠♣♦"$❛♥$ +✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✳
❩❤❛♥❣ ❡$ ❛❧✳ ❬✻✸❪ ♦♥$ %❣❛❧❡♠❡♥$ ✉$✐❧✐'% ❝❡$$❡ $❡❝❤♥✐+✉❡ ♣♦✉" ❝"%❡" ❞❡' ♠♦❞7❧❡' ♥✉♠%"✐+✉❡'
❞✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧ ❞❡ ✶✽✵ '✉❥❡$' ❈❤✐♥♦✐' I ♣❛"$✐" ❞❡' ❛❝+✉✐'✐$✐♦♥' ❞❡ $♦♠♦❣"❛♣❤✐❡ $"✐✲
❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥' ❧❡✉" %$✉❞❡ ✼✼ '✉❥❡$' %$❛✐❡♥$ ♠❛'❝✉❧✐♥' ❡$ ✶✵✸ ❢%♠✐♥✐♥' ❞♦♥$ ❧✬;❣❡
✈❛"✐❡ ❡♥$"❡ ✶✾ ❡$ ✽✻ ❛♥'✳ ▲❡' ♣❛"❛♠7$"❡' ❛♥❛$♦♠✐+✉❡' ✭❞✐❛♠7$"❡ ❞❡ ❝♦✉"❜✉"❡ ❞❡ ❧❛ $Q$❡✱
❧❛ ❤❛✉$❡✉" ❞❡ ❧❛ $Q$❡✱ ❧✬✐♥❝❧✐♥❛✐'♦♥✱✳ ✳ ✳ ✮ ❞❡ $♦✉' ❧❡' ❤✉♠%"✉' ♦♥$ %$% ♠❡'✉"%❡'✳ ❈❡' "%'✉❧✲
$❛$' ❞❡ ♠❡'✉"❡ ♦♥$ %$% ❝♦♠♣❛"%' ❛✈❡❝ +✉❛$"❡ ♣"♦$❤7'❡' ❛♥❛$♦♠✐+✉❡' ❝♦✉"❛♠♠❡♥$ ✉$✐❧✐'%'✳
▲❡' ❛✉$❡✉"' ❝♦♥❝❧✉❡♥$ +✉❡ ❧✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞7❧❡ $"✐❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❡❧ ♣"%❝✐' ♣♦✉" ❣✉✐❞❡" ❧❛
❝❤✐"✉"❣✐❡ ♣"%♦♣%"❛$♦✐"❡ ♣❡✉$ ❛♠%❧✐♦"❡" ❧❡' "%'✉❧$❛$' ❞❡ ❝❤✐"✉"❣✐❡ ❞❛♥' ❝❡"$❛✐♥' ❝❛' ❣"❛✈❡'
❞❡ ❣"❛♥❞❡ ♣❡"$❡ ♦''❡✉'❡✳ ❏❛❝+✉♦$ ❡$ ❛❧✳ ❬✻✹❪ ♦♥$ ♠❡♥% ✉♥❡ %$✉❞❡ ♣♦✉" %✈❛❧✉❡" ❧✬✉$✐❧✐$% ❞❡
❧❛ $♦♠♦❞❡♥'✐$♦♠%$"✐❡ ❡$ ♠❡'✉"❡" ❧❛ ✜❛❜✐❧✐$% ✐♥$"❛✲♦❜'❡"✈❛$❡✉" ❡$ ✐♥$❡"✲♦❜'❡"✈❛$❡✉" '❡❧♦♥
❧✬❡①♣%"✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜'❡"✈❛$❡✉"✳ ❯♥❡ ❝❧❛''✐✜❝❛$✐♦♥ ❝♦""❡❝$❡ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧
❛ %$% ♦❜$❡♥✉❡ ❞❛♥' ✾✺✪ ❞❡' ❝❛' ❛✈❡❝ ❧❡' ✐♠❛❣❡' ✐''✉❡' ❞❡ ❧❛ $♦♠♦❣"❛♣❤✐❡ ❝♦♠♣❛"%❡' I
✼✸✪ '❡✉❧❡♠❡♥$ ❞❡' ❝❛' ❛✈❡❝ ❧❡' "❛❞✐♦❣"❛♣❤✐❡'✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ❝♦♥❝❧✉❡♥$ +✉❡ ❧❛ $❡❝❤♥✐+✉❡ ❞❡
❧❛ $♦♠♦❞❡♥'✐$♦♠%$"✐❡ ❛♠%❧✐♦"❡ ❧❛ ♣"%❝✐'✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦'$✐❝ ❡$✱ ❞❛♥' ❝❡"$❛✐♥' ❝❛'✱ ♠♦❞✐✜❡
❧❛ '$"❛$%❣✐❡ ❝❤✐"✉"❣✐❝❛❧❡✳ ❊♥ '❡ ❜❛'❛♥$ $♦✉❥♦✉"' '✉" ❧❛ $♦♠♦❞❡♥'✐$♦♠%$"✐❡✱ ❉✐❡❞❡"✐❝❤' ❡$
❛❧✳ ❬✻✺❪ ♦♥$ ♠❡'✉"% ❧❛ ❞✐'$"✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ♦''❡✉'❡ $♦$❛❧❡ ❡$ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦'
$"❛❜%❝✉❧❛✐"❡ ❛✐♥'✐ +✉❡ ❧✬%♣❛✐''❡✉" ❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧ ❞❛♥' ❧❛ ♣❛"$✐❡ ❞✐'$❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✳ ▲❡'
❛✉$❡✉"' ♦♥$ ♠♦♥$"% +✉❡ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ♦''❡✉'❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥ ♣❡"♠❛♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛♣❤②'❡
❞✐'$❛❧❡ I ❧❛ $"♦❝❤❧%❡✳ ▲❡' ♣"♦♣"✐%$%' ❞❡' ♦' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧ ✈❛"✐❡♥$ ❧❛"❣❡♠❡♥$✱ ♦✛"❛♥$
✉♥ ♣❧✉' ❢♦"$ ❝❛♣✐$❛❧ ♦''❡✉① ❞✉ ❝♦$% ♠%❞✐❛♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉$ ❛♠%❧✐♦"❡" ❧❛ ❝♦♠♣"%❤❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛
"✉♣$✉"❡ ❞❡' ✐♠♣❧❛♥$' ❡$ ❧❡' $❡❝❤♥✐+✉❡' ❞✉ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❝❤✐"✉"❣✐❝❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❧❛ ♠❡'✉"❡ ❞❡ ❧❛
❞❡♥'✐$% ♦''❡✉'❡ ♣❛" $♦♠♦❞❡♥'✐$♦♠%$"✐❡ ♣❡✉$ "❡♥'❡✐❣♥❡" '✉" ❧✬♦'$%♦♣♦"♦'❡ ❞❡ ❧✬♦'✳ ❉❛♥' ❝❡
❝♦♥$❡①$❡✱ Y❛"❦ ❡$ ❛❧✳ ❬✻✻❪ ♦♥$ ♠❡♥% ✉♥❡ %$✉❞❡ '✉" ✶✹ ❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛✉① ♣"%❧❡✈%' ❞❡ ❝❛❞❛✈"❡'
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬;❣❡ ❞❡ ✺✽✱✹ ❛♥' ♣♦✉" ❛♥❛❧②'❡" ❧❡' ♣❛"❛♠7$"❡' '$"✉❝$✉"❡❧' $"✐❞✐♠❡♥'✐♦♥✲
♥❡❧' ❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧ ❡$ $"❛❜%❝✉❧❛✐"❡ ❞❛♥' ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧ ❡$ ♣♦✉" $"♦✉✈❡" ❞❡' ✈❛"✐❛$✐♦♥' ❞❡
"%❣✐♦♥' ❡$ ❞❡' ❞✐✛%"❡♥❝❡' '❡❧♦♥ ❧✬;❣❡✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ $"♦✉✈% ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡''❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
♣❧❛+✉❡ ❞❡ ✜①❛$✐♦♥ ❞❛♥' ❧❛ ❢❛❝❡ ♣♦'$%"♦❧❛$%"❛❧❡ ❞✉ ❝♦♥❞②❧❡ ❞✐'$❛❧ ❡♥ "❛✐'♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥'✉✣'❛♥❝❡
"❡❧❛$✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝"♦✲❛"❝❤✐$❡❝$✉"❡ ♦''❡✉'❡✱ ❝❡ +✉✐ ♣❡✉$ ❛✛❡❝$❡" ❧❡ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡'
❞❡ ❧✬♦'$%♦♣♦"♦'❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧ '✉"$♦✉$ ❝❤❡③ ❧❡' ♣❛$✐❡♥$' ;❣%'✳ ❊♥✜♥✱ ❞✬❛✉$"❡' ♠❡'✉"❡'
♣❧✉' "%❝❡♥$❡' ❞✉ ♥♦♠❜"❡✱ ❞❡ ❧❛ $❛✐❧❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❡ ❡$ ❞❡ ❧❛ '✉"❢❛❝❡ ❛"$✐❝✉❧❛✐"❡ ❞❡' ❢"❛❣♠❡♥$'
❞❡ ✹✽ ❢"❛❝$✉"❡' ❛"$✐❝✉❧❛✐"❡' ❞✐'$❛❧❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✱ ♦♥$ %$% ❡✛❡❝$✉%❡' ♣❛" ❇"♦✉✇❡" ❡$ ❛❧✳ ❬✻✼❪
❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡ +✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❞❡' ✐♠❛❣❡' ✐''✉' ❞❡ ❧❛ $♦♠♦❞❡♥'✐$♦♠%$"✐❡ $"✐❞✐♠❡♥✲
'✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ $"♦✉✈% +✉❡ ♣♦✉" ❝❤❛+✉❡ $②♣❡ ❞❡ ❢"❛❝$✉"❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ♣❡$✐$'
❢"❛❣♠❡♥$' ❡'$ ❝♦""%❧% ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ $♦$❛❧ ❞❡' ❢"❛❣♠❡♥$'✳ ▲❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡' ❛✈❛✐❡♥$
♣❧✉' ❞❡ ❢"❛❣♠❡♥$' ❛"$✐❝✉❧❛✐"❡' ❡$ ♣❧✉' ❞❡ ♣❡$✐$' ❢"❛❣♠❡♥$' +✉❡ ❧❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡ $"♦❝❤❧%❡ ❡$
❞✉ ❝♦♥❞②❧❡✳
Y❛" ❛✐❧❧❡✉"'✱ ❞✬❛✉$"❡' ♠%$❤♦❞❡' ❞❡ ♠❡'✉"❡ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠♦"♣❤♦❧♦❣✐+✉❡' ❞❡ ❧✬♦' '♦♥$ %❣❛✲
❧❡♠❡♥$ ✉$✐❧✐'%❡'✳ ❖♥ ♣❡✉$ ❝✐$❡"✱ ❡♥ ♣"❡♠✐❡" ❧✐❡✉✱ ❧❛ $❡❝❤♥✐+✉❡ ❞✬❛❜'♦"♣$✐♦♠%$"✐❡ ❞♦✉❜❧❡
%♥❡"❣✐❡ I "❛②♦♥' ❳ ✭❉❳❆✮ +✉❡ ▼❛$❤❡" ❡$ ❛❧✳ ❬✻✽❪ ♦♥$ ✉$✐❧✐'% ♣♦✉" ❞%❝"✐"❡ ❧✬❛''♦❝✐❛$✐♦♥
❡♥$"❡ ❧❡' ♠❡'✉"❡' "❛❞✐♦❣"❛♣❤✐+✉❡' ❞❡ ❧✬%♣❛✐''❡✉" ❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧ ❡$
❧❛ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦' ❛✜♥ ❞❡ ❞✐✛%"❡♥❝✐❡" ❧❡' ♣❛$✐❡♥$' ❛$$❡✐♥$' ❞✬♦'$%♦♣♦"♦'❡✳ ❉❛♥'
✶✹
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❧❡✉" %$✉❞❡✱ ❧❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ ✐❞❡♥$✐✜% ✉♥❡ %♣❛✐''❡✉" ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✻ ♠♠ ❝♦♠♠❡ %$❛♥$ ✉♥❡
✈❛❧❡✉" ❞❡ '❡✉✐❧ ♣♦✉" ♣"%❞✐"❡ ✉♥ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ❞✬♦'$%♦♣♦"♦'❡✳ ▲❡' ♠❡'✉"❡' ♠♦②❡♥♥❡' ❞❡ ❧✬%♣❛✐'✲
'❡✉" ❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧ ♦❜$❡♥✉❡ < ♣❛"$✐" ❞❡' "❛❞✐♦❣"❛♣❤✐❡' '$❛♥❞❛"❞' ❞❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬%♣❛✉❧❡ '♦♥$
❝♦""%❧%' ❛✈❡❝ ❧❛ $❡❝❤♥✐+✉❡ ❞❡ ♠❡'✉"❡ ❉❳❆ ❝❡ +✉✐ ♦✛"❡ ✉♥❡ ♠%$❤♦❞❡ ❝❧✐♥✐+✉❡✱ "❛♣✐❞❡✱ '❡♥✲
'✐❜❧❡ ❡$ ♣❡✉ ❝♦C$❡✉'❡ ♣♦✉" ❡①❝❧✉"❡ ❧✬♦'$%♦♣♦"♦'❡✳ ❊♥ '❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ♦♥ "❡$"♦✉✈❡ ❧❛ $❡❝❤♥✐+✉❡
❞✬✐♠❛❣❡"✐❡ ♣❛" "%'♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥%$✐+✉❡ ✭■❘▼✮✳ ❆✈❡❝ ❝❡$$❡ ♠%$❤♦❞❡✱ ▼✉"❞♦❝❤ ❡$ ❛❧✳ ❬✻✾❪
♦♥$ ♠❡♥% ✉♥❡ %$✉❞❡ '✉" ❧✬❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥ ♣♦✉" ♠❡'✉"❡" '❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' ♦''❡✉'❡' ❧♦"' ❞✉
❞%✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❞✬✉♥ ❝❧♦✉ ♠%❞✉❧❧❛✐"❡✳ ❈❡$$❡ %$✉❞❡ ❛ ♠♦♥$"% +✉❡ ❧❛ $❡❝❤♥✐+✉❡ ❞✬■❘▼ ❡'$
✉♥❡ ♠%$❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝$❡ ❞❡ ❞♦♥♥%❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡' < ♣❛"$✐" ❞❡ ♥✬✐♠♣♦"$❡ +✉❡❧❧❡
♣❛"$✐❡ ❞✉ '+✉❡❧❡$$❡✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❧❡' $"❛✈❛✉① ❞❡ ❚❛②❧♦" ❡$ ❛❧✳ ❬✼✵❪ ♣"%'❡♥$❡♥$ ❞✬❛✉$"❡' $❡❝❤✲
♥✐+✉❡' ❞❡ ♠❡'✉"❡ ♣♦✉" ♣"%❞✐"❡ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ❞❡ ❧❛ ♠❛''❡ ♦''❡✉'❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✳ ▲❡✉" %$✉❞❡
♠❡♥%❡ '✉" ❞❡' ❥♦✉❡✉"' ❞❡ $❡♥♥✐' ❞❡ ❤❛✉$❡ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ❝♦✉✈"❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡ ❝♦♠♣❧S$❡ ❞❡
+✉❛$"❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♠♣♦'%❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ❞❡ ♠❛''❡ ♦''❡✉'❡ ♣❛" "❛②♦♥' ❳✱ ❞✬✉♥❡
❛♥❛❧②'❡ ❞❡ ❧✬%✈♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ♣❛" %❧%♠❡♥$' ✜♥✐'✱ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡ ✈✐❞%♦ < ❤❛✉$ ❞%❜✐$ ❡$
❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡ ♠✉'❝❧♦✲'+✉❡❧❡$$✐+✉❡✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ ❝♦♥❝❧✉ +✉❡ ❝❡$$❡ ❛♥❛❧②'❡ < ♣❧✉'✐❡✉"'
♥✐✈❡❛✉① ❛ ✉♥ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ✐♠♣♦"$❛♥$ ♣♦✉" ❢♦✉"♥✐" ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉"❡ ❝♦♠♣"%❤❡♥'✐♦♥ ❞❡' ❡✛❡$' ❞❡
❧❛ '✉"❝❤❛"❣❡ ♠✉'❝✉❧❛✐"❡ ✐♥❞✉✐$❡ ♣❛" ❧❡ '♣♦"$ '✉" ❧❡ ❞%✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ '+✉❡❧❡$$✐+✉❡ ❡$ ❧✬❛❞❛♣✲
$❛$✐♦♥ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙♦♥✐ ❡$ ❛❧✳ ❬✼✶❪✱ +✉❛♥$ < ❡✉①✱ ♦♥$ ❡✛❡❝$✉% '✐① ♠❡'✉"❡' ♠♦"♣❤♦❧♦❣✐+✉❡'
❞❡ ✽✵ ❤✉♠%"✉' ❞"♦✐$ ✭✹✵ ❤♦♠♠❡' ❡$ ✹✵ ❢❡♠♠❡'✮✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ ❡✛❡❝$✉% ✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡
❞✐'❝"✐♠✐♥❛♥$❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛"❣❡✉" ❞✬%♣✐❝♦♥❞②❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣"%❝✐'✐♦♥ ❞❡ ✽✵✪ ❝❤❡③ ❧❡' ♠Z❧❡' ❡$
✽✼✱✺✪ ❝❤❡③ ❢❡♠♠❡' ❡$ ❞✉ ❞✐❛♠S$"❡ ❞❡ ❧❛ $\$❡ ✈❡"$✐❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣"%❝✐'✐♦♥ ❞❡ ✽✼✱✺✪ ❝❤❡③
❧❡' ❤♦♠♠❡' ❡$ ✼✵✪ ❞❡ ❝❤❡③ ❧❡' ❢❡♠♠❡'✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐'♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛"❣❡✉" ❞✬%♣✐❝♦♥❞②❧✐❡♥ ❡$ ❧❡
❞✐❛♠S$"❡ ❞❡ ❧❛ $\$❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ✈❡"$✐❝❛❧ ❢♦✉"♥✐$ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉"' "%'✉❧$❛$'✱ ❛✈❡❝ ✽✺✪ ❞❡ ♣"%❝✐'✐♦♥
❝❤❡③ ❧❡' ❤♦♠♠❡' ❡$ ✾✵✪ ❞❡ ♣"%❝✐'✐♦♥ ❝❤❡③ ❧❡' ❢❡♠♠❡'✳ ❊♥ "❡✈❛♥❝❤❡✱ ❨♦✉♥❣ ❡$ ❛❧✳ ❬✼✷❪ ♦♥$
♣"%'❡♥$% ✉♥❡ $❡❝❤♥✐+✉❡ ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡ ❡$ ✉♥ ❛♣♣❛"❡✐❧ ❛''♦❝✐% ♣♦✉" ❧❛ ♠❡'✉"❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ❞❡
❧✬✐♠♣%❞❛♥❝❡ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬✉❧♥❛ ❤✉♠❛✐♥ ❞❡ $"♦✐' '✉❥❡$' ♠❛'❝✉❧✐♥' ❡$ ❞❡✉① '✉❥❡$' ❢%♠✐✲
♥✐♥'✳ ❯♥ ❡①❝✐$❛$❡✉" %❧❡❝$"♦♠❛❣♥%$✐+✉❡ ❛ %$% ✉$✐❧✐'% ♣♦✉" ❛♣♣❧✐+✉❡" ✉♥❡ ❝❤❛"❣❡ ❤❛"♠♦♥✐+✉❡
❛✉ ❝✉❜✐$✉' ❡$ ❞❡' ♠❡'✉"❡' ❞✬✐♠♣%❞❛♥❝❡ ♦♥$ %$% ❢❛✐$❡'✳ ▲❡' ✐♥❢♦"♠❛$✐♦♥' ❞❡ "❛✐❞❡✉" ❡$ ❞❡
❢"%+✉❡♥❝❡ ❞❡ "%'♦♥❛♥❝❡ ♦♥$ %$% ✉$✐❧✐'%❡' ♣♦✉" ❧✬%✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡' ❝❛"❛❝$%"✐'$✐+✉❡' ♠%❝❛♥✐+✉❡'
❞❡ ❧✬♦'✳
❈♦♥❝❡"♥❛♥$ ❧❛ ♠❡'✉"❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉" ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✱ ❙✐♥❣❤❛❧ ❛♥❞ ❘❛♦ ❬✼✸❪ ♦♥$ ❝❛❧❝✉❧%
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉" $♦$❛❧❡ ❞❡ ✶✺✵ ❤✉♠%"✉' '❡❝' ❞✬❛❞✉❧$❡' ✐''✉' ❞✉ '✉❞ ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❞❡' ♠❡'✉"❡'
❧✐♥%❛✐"❡✱ $"❛♥'✈❡"'❡ ❡$ '❛❣✐$$❛❧❡✳ ▲❡' ❤✉♠%"✉' ♦♥$ %$% ❞✐✈✐'%' ❡♥ ❤✉✐$ '❡❣♠❡♥$' ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$
❞❡' ♣♦✐♥$' '❛✐❧❧❛♥$' ❞✬♦' ❡$ ❞❡' "❡♣S"❡' ♠✉'❝✉❧❛✐"❡' ❡$ '♦✉♠✐' < ✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡ '$❛$✐'$✐+✉❡✳
❯♥ ❞❡❣"% %❧❡✈% ❞❡ ❝♦""%❧❛$✐♦♥ ❛ %$% $"♦✉✈% ❡♥$"❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉" ❞✉ '❡❣♠❡♥$ ❡$ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉"
$♦$❛❧❡ ❡$ ❛✐♥'✐ ❞❡' %+✉❛$✐♦♥' ❞❡ "%❣"❡''✐♦♥ ♦♥$ %$% ❝❛❧❝✉❧%❡' ♣♦✉" ❡'$✐♠❡" ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉"
$♦$❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' < ♣❛"$✐" ❞❡ ❝❤❛+✉❡ '❡❣♠❡♥$✳ ▼♦❤❛♥$② ❡$ ❛❧✳ ❬✼✹❪ ♦♥$ ❡'$✐♠% %❣❛❧❡♠❡♥$
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉" ❞❡ ✷✵✵ ❤✉♠%"✉' ❛❞✉❧$❡' ❞❛♥' ✉♥ %$❛$ '%❝❤% ❡$ ❝♦♠♣❧S$❡♠❡♥$ ♦''✐✜% < ♣❛"$✐"
❞❡' ♠❡'✉"❡' ❞❡ ❧❡✉" ❢"❛❣♠❡♥$' ❞❛♥' ❧❡' ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥' ❞✉ '✉❞ ❞❡ ❧✬■♥❞❡✳ ❈❤❛+✉❡ ❤✉♠%"✉'
❛ %$% ❢"❛❣♠❡♥$% ❡♥ ❝✐♥+ ❢"❛❣♠❡♥$' ❡♥ $"❛a❛♥$ ❞❡' ❧✐❣♥❡' ✐♠❛❣✐♥❛✐"❡' ❡♥ "%❢%"❡♥❝❡ < ❧❡✉"'
"❡♣S"❡' ❛♥❛$♦♠✐+✉❡' '♣%❝✐✜+✉❡'✳ ❆♣"S' ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②'❡ '$❛$✐'$✐+✉❡ ♥%❝❡''❛✐"❡✱
✉♥❡ ❝♦""%❧❛$✐♦♥ ♠❛$❤%♠❛$✐+✉❡ ♣"%❝✐' '♦✉' ❢♦"♠❡ ❞✬%+✉❛$✐♦♥' ❞❡ ♣"♦♣♦"$✐♦♥ ❡$ ❞❡ "%❣"❡''✐♦♥
❛ %$% %$❛❜❧✐❡ ❡♥$"❡ ❝❤❛+✉❡ ❢"❛❣♠❡♥$ ❡$ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉" $♦$❛❧❡ ❞❡ ❤✉♠%"✉'✳ ❚♦✉$❡' ❧❡' ❢♦"♠✉❧❡'
❛✐♥'✐ ♦❜$❡♥✉❡' ♣♦✉" ❝❤❛+✉❡ ❢"❛❣♠❡♥$ ❞✬♦' ♥❡ '♦♥$ ♣❛' '❡✉❧❡♠❡♥$ ✐♠♣♦"$❛♥$❡✱ ♠❛✐' ❛✉''✐
♣♦''S❞❡ ✉♥ ❤❛✉$ ❞❡❣"% ❞❡ ♣"%❞✐❝$✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❧❛ ♠❡'✉"❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ♦''❡✉'❡ ❛
✶✺
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
%❣❛❧❡♠❡♥$ %$% ✐♥✈❡'$✐❣✉%❡ ❞❛♥' ♣❧✉'✐❡✉"' %$✉❞❡' ✈✉ '♦♥ ✐♠♣♦"$❛♥❝❡ ♣♦✉" ❧❛ ♣"%❞✐❝$✐♦♥ ❞❡'
♣❛$❤♦❧♦❣✐❡' ❞❡ ❧✬♦'✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❖❤ ❡$ ❛❧✳ ❬✼✺❪ ♦♥$ %✈❛❧✉% ❧❡' ❢❛❝$❡✉"' ❝❧✐♥✐+✉❡' +✉✐ ♣♦✉""❛✐$
♣"%❞✐"❡ ❧✬♦'$%♦♣♦"♦'❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧✳ ❧❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ ❞%♠♦♥$"% ❧❡' ❞✐✛%"❡♥❝❡'
"%❣✐♦♥❛❧❡' ❡$ ❜✐❧❛$%"❛❧❡' ❡♥ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ✈♦❧✉♠%$"✐+✉❡ ♦''❡✉'❡ ❛✉ '❡✐♥ ❞❡ ❧❛ $"♦❝❤✐$❡"
❝❤❡③ ❧❡' ♣❛$✐❡♥$' ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞%❝❤✐"✉"❡ ❞❡ ❧❛ "♦$❛$✐♦♥ ✉♥✐❧❛$%"❛❧❡ ❞✉ ♣♦✐❣♥❡$✳ ▼✐' C ♣❛"$ ❧❡
'❡①❡ ❢%♠✐♥✐♥✱ ♣❛' ❞✬❛✉$"❡' ❢❛❝$❡✉"' ❝❧✐♥✐+✉❡' ♣"%'❡♥$%' ❝♦♠♠❡ ❞❡' ❢❛❝$❡✉"' ❞❡ "✐'+✉❡ ♣♦✉"
✉♥❡ ♣❧✉' ❣"❛♥❞❡ ♣♦''✐❜✐❧✐$% ❞❡ ❧✬♦'$%♦♣♦"♦'❡✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❍❡♣♣ ❡$ ❏♦'$❡♥ ❬✼✻❪ ♦♥$ ♠✐' ❧✬❛❝❝❡♥$
'✉" ❧❛ +✉❛❧✐$% ❞❡ ❧✬♦' '✉" ❧❡ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❝❤✐"✉"❣✐❝❛❧ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧✳ ■❧'
♦♥$ ❛✉''✐ ♣"%'❡♥$% ✉♥❡ "❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐$$%"❛$✉"❡ '✉" ❧❡' %$✉❞❡' ❜✐♦♠%❝❛♥✐+✉❡' ❡$ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡
❞❡ ❧✬♦'$%♦'②♥$❤J'❡ ❝♦♥❝❡"♥❛♥$ ❧✬❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥✳ ❉❛♥' ❧❡ ♠K♠❡ ❝♦♥$❡①$❡✱ ❉✐❡❞❡"✐❝❤' ❡$
❛❧✳ ❬✼✼❪ ♦♥$ ♠❡♥% ✉♥❡ %$✉❞❡ ♣♦✉" ❞%$❡"♠✐♥❡" '✐ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ♦''❡✉'❡ ❞❡ ❧❛ $K$❡
❤✉♠%"❛❧❡ ♣❡✉$ K$"❡ ♣"%❞✐$❡ ♣❛" ❧❡' ♠❡'✉"❡' ❞❡ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ♦''❡✉'❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧
✐♣'✐❧❛$%"❛❧ ♦✉ ❝♦♥$"♦❧❛$%"❛❧ ❧✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧✳ ▲❡' ✈❛❧❡✉"' ❞❡ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ♦''❡✉'❡
❞❡ ❧✬♦' $"❛❜%❝✉❧❛✐"❡ ♦♥$ %$% ♦❜$❡♥✉❡' C ♣❛"$✐" ❞❡ ✽✽ ♣❛✐"❡' ❞✬❤✉♠%"✉' ❞"♦✐$' ❞❡ ❝❛❞❛✈"❡'
✭O❣❡ ✼✺✱✽ ✰✴✲ ✶✸✱✺ ❛♥♥%❡'✮ C ❧❛ $K$❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❡$ ❞❛♥' ❧❛ ③♦♥❡ ♠%$❛♣❤②'❛✐"❡ ❞✐'$❛❧❡✳ ❉❡
❢❛✐❜❧❡' ❢❛❝$❡✉"' ❞❡ ❝♦""%❧❛$✐♦♥ ♠♦♥$"❡♥$ +✉❡ ❧❡' ♠❡'✉"❡' ✐♣'✐❧❛$%"❛❧❡' ♥❡ ❢♦✉"♥✐''❡♥$ ♣❛'
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣"%❞✐❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ♦''❡✉'❡ ❞❡ ❧❛ $K$❡ ❤✉♠%"❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉$ ❛✉''✐
❝✐$❡" ❧❡' $"❛✈❛✉① ❞❡ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❨♦❦♦$❛ ❬✼✽❪ +✉✐ ♦♥$ ❡①❛♠✐♥% ❧❡' ❡✛❡$' ❞✉ ❝❤❛"❣❡♠❡♥$ ❞✉
❝♦✉❞❡ ❞❡ '✐① '♦✉"✐' ❢❡♠❡❧❧❡' '✉" ❧❛ ❝"♦✐''❛♥❝❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ❝✉❜✐$✉' ❡$ ❧✬❤✉♠%"✉'✳ ▲❡'
"%'✉❧$❛$' ♦♥$ "%✈%❧% +✉❡ ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬♦' ❡'$ ❛''♦❝✐% C ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❡♥ ♣♦✐❞' ❞❡
❧✬♦'✱ ❡♥ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ♦''❡✉'❡ ❡$ ❡♥ $❡♥❡✉" ♠✐♥%"❛❧❡ ♦''❡✉'❡✳
❯♥ ❛✉$"❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ "❡❝❤❡"❝❤❡ +✉✐ ❛ ♠♦$✐✈% ♣❧✉'✐❡✉"' $"❛✈❛✉① ❝❡' ❞❡""✐J"❡' ❛♥♥%❡'✱
❝♦♥❝❡"♥❡ ❧✬❛♥❛❧②'❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦"$❡♠❡♥$ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ♣♦✉" ❧❛ ♠✐'❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡'
✐♠♣❧❛♥$' ❝❤✐"✉"❣✐❝❛✉① ❡$ ❧❛ ♣"%❞✐❝$✐♦♥ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' +✉✐ ❡♥ "%'✉❧$❡♥$✳ ▲❛ ❧✐$$%"❛$✉"❡ ❡'$
❛❜♦♥❞❛♥$❡ ❞❛♥' ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈✉ '♦♥ ✐♠♣♦"$❛♥❝❡ '✉" ❧❡ ♣❧❛♥ ♠%❞✐❝❛❧✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ $②♣❡ ❞❡
❝❤❛"❣❡♠❡♥$✱ ♦♥ ♣❡✉$ ❝✐$❡" ❧❡' $"❛✈❛✉① ❞❡ [❡♥③❦♦❢❡" ❡$ ❛❧✳ ❬✼✾❪ +✉✐ ♦♥$ ❝♦♠♣❛"%' ❧❡' ♣❡"❢♦"✲
♠❛♥❝❡' ❞❡ ❞✐✛%"❡♥$❡' ❝♦♥✜❣✉"❛$✐♦♥' ❞❡ ♣❧❛+✉❡' ❛♥❛$♦♠✐+✉❡' ♣♦✉" ❧❛ ✜①❛$✐♦♥ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡'
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❞❡ ❧❛ ♣"♦$❤3'❡ '♦✉' ❝♦♠♣"❡''✐♦♥ ❛♥$%"♦✲♣♦'$%"✐❡✉"❡ ❞✉ ❝♦♥❞②❧❡ ❛✈❡❝ '♦✉$✐❡♥✳ ❖♥ ♣❡✉$ ❝✐$❡"
%❣❛❧❡♠❡♥$ ❧✬%$✉❞❡ ❞❡ ●✐❛♥♥✐❝♦❧❛ ❡$ ❛❧✳ ❬✽✸❪ ❞❡'$✐♥%❡ ? ❧✬%✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡' "%'✉❧$❛$' ♣"%❧✐♠✐✲
♥❛✐"❡' ❞✉ '②'$3♠❡ ❞❡ ❝♦✉❞❡ ❉✐'❝♦✈❡"② ❊❧❜♦✇ ❙②'$❡♠ ✭❉❊❙✮ ✉$✐❧✐'% ♣♦✉" ❧❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❛✐❣✉'
❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧ ❡$ %$❛$' ♣♦'$✲$"❛✉♠❛$✐+✉❡'✳ ❈❡ '②'$3♠❡ ❛ "%❛❧✐'% ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥$' "%'✉❧$❛$'
❞❛♥' ❧❛ ♣❧✉♣❛"$ ❞❡' ❝❛' ❝♦♥❝❡"♥❛♥$ ❧❡ '♦✉❧❛❣❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ ❞♦✉❧❡✉"✱ ❧✬❛♠%❧✐♦"❛$✐♦♥ ❢♦♥❝$✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ❡$ ❧❛ '❛$✐'❢❛❝$✐♦♥ ❞✉ ♣❛$✐❡♥$✳ ■❧ ♣❡✉$ "❡♣"%'❡♥$❡" ✉♥❡ ♦♣$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥$ ❧✐%
♣♦✉" ♣"♦$❤3'❡ $♦$❛❧❡ ❞❡ ❝♦✉❞❡ ❝❤❡③ ❝❡' ♣❛$✐❡♥$'✳ ●"♦✈❡" ❡$ ❛❧✳ ❬✽✹❪✱ +✉❛♥$ ? ❡✉①✱ ♦♥$ ❝❛✲
"❛❝$%"✐'% ❧❡ ❝♦♠♣♦"$❡♠❡♥$ '$"✉❝$✉"❡❧ ❞❡ ❧❛ +✉❛$"✐3♠❡ ❣%♥%"❛$✐♦♥ ❞❡' ❤✉♠%"✉' ❝♦♠♣♦'✐$❡'
'♦✉' ✢❡①✐♦♥ ♣❤②'✐♦❧♦❣✐+✉❡ '✐♠✉❧%❡✳ ❚"♦✐' ❤✉♠%"✉' ♦♥$ %$% $❡'$%' '♦✉' ✢❡①✐♦♥ +✉❛$"❡ ♣♦✐♥$'
❡$ ❧❡✉" "❛✐❞❡✉" ❡$ "✐❣✐❞✐$% ♦♥$ %$% ❝❛❧❝✉❧%❡' ? ♣❛"$✐" ❞❡' ❞♦♥♥%❡' ❝❤❛"❣❡✲❞%♣❧❛❝❡♠❡♥$✳ ▲❡'
❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡' ♦♥$ %$% ❞%$❡"♠✐♥%❡' ❛✉① '✉"❢❛❝❡' ♠✐✲❞✐❛♣❤②'❛✐"❡' ❞✉ ♣❧❛♥ $"❛♥'✲
✈❡"'❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✬✉♥ '♣%❝✐♠❡♥ ? ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ "♦'❡$$❡' '✉♣❡"♣♦'%❡'✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ❢♦✉"♥✐''❡♥$
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡' ❞♦♥♥%❡' ❞❡ ❝♦♥$"❛✐♥$❡' ❡$ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ♣♦✉" ❧❛ +✉❛$"✐3♠❡ ❣%♥%"❛$✐♦♥ ❞❡'
❤✉♠%"✉' ❝♦♠♣♦'✐$❡' ✳▲❡' "%'✉❧$❛$' ♣"%'❡♥$%' ♣"❡♥♥❡♥$ ❡♥ ❝❤❛"❣❡ ❧❛ ❧✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❡$ ♦'
❝♦♠♣♦'✐$❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉$✐❧ ♣♦✉" ❧❛ ♠♦❞%❧✐'❛$✐♦♥ ❡$ ❧✬❡①♣%"✐♠❡♥$❛$✐♦♥✳ ❉✉♥❤❛♠ ❡$ ❛❧✳ ❬✽✺❪
♦♥$ %❣❛❧❡♠❡♥$ ♠❡♥%❡ ✉♥❡ %$✉❞❡ ♣♦✉" ❛✐❞❡" ❛✉ ❞%✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❞❡ ♣"♦$❤3'❡' ❡$ ♦♣$✐♠✐'❡"
❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❞❡' ✈✐'✳ ■❧' ♦♥$ ✐♥✈❡'$✐❣✉% ✉♥❡ $❡❝❤♥✐+✉❡ ♣❡"♠❡$$❛♥$ ❞❡ +✉❛♥$✐✜❡" ❧❛ ❢♦"❝❡
❞✬✐♥❞❡♥$❛$✐♦♥ ❡$ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬%❧❛'$✐❝✐$% ❞❡ ❧✬♦' '♣♦♥❣✐❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛"$✐❡ ❞✐'$❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❡$ ❞✬✐❞❡♥$✐✜❡" ❧❡' ✈❛"✐❛$✐♦♥' ❧♦❝❛❧❡'✳
❈♦♥❝❡"♥❛♥$ ❧❡ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ♣❛" ❞❡' ✐♠♣❧❛♥$'✱ ❉✉❝"♦$ ❡$ ❛❧✳ ❬✽✻❪ ♦♥$ %✈❛❧✉% ❧❛
"%❝✉♣%"❛$✐♦♥ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡$ ❧❛ ♠♦"❜✐❞✐$% ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❝♦♠♣❧❡①❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧✱
❝❤❡③ ✷✵ ♣❛$✐❡♥$' ❞✬V❣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✽✵ ❛♥' $"❛✐$%' ❛✈❡❝ ❞❡' ♣"♦$❤3'❡ ❞❡ ❝♦✉❞❡✱ ♣❛" ❧❡ "❡♠♣❧❛✲
❝❡♠❡♥$ $♦$❛❧ ❞❡ ❧✬❛"$✐❝✉❧❛$✐♦♥✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ❝♦♥❝❧✉❡♥$ +✉❡ ❧✬❛"$❤"♦♣❧❛'$✐❡ $♦$❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉❞❡
♣❡✉$ W$"❡ ✉♥❡ ❛❧$❡"♥❛$✐✈❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ? ❧✬❛"'❡♥❛❧ $❤%"❛♣❡✉$✐+✉❡ ❞✉ ❝❤✐"✉"❣✐❡♥ ♣♦✉" ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡'
❝♦♠♣❧❡①❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧ ❝❤❡③ ❧❡' ♣❛$✐❡♥$' V❣%' +✉✐ ♦♥$ ❞❡' ❡①✐❣❡♥❝❡' ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡'
♠♦❞%"%❡'✳ ●"❛✇❡ ❡$ ❛❧✳ ❬✽✼❪✱ +✉❛♥$ ? ❡✉①✱ ♦♥$ ✐♥✈❡'$✐❣✉% ❧❡' ❝♦♥'%+✉❡♥❝❡' ❞✉ ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥$
❞❡ ✸ ♦✉ ✹ ♣❛"$✐❡' ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❝♦♠♣❧❡①❡' ❞✬❤✉♠%"✉' ♣"♦①✐♠❛❧ $"❛✐$% ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧❛+✉❡ ✈❡"✲
"♦✉✐❧❧% ❡$ ♦♥$ ❝♦♠♣❛"% ❧❡' "%'✉❧$❛$' ❛✈❡❝ ❧❡ $②♣❡ ❞❡ ❢"❛❝$✉"❡ ❡$ ❧✬V❣❡ ❞✉ ♣❛$✐❡♥$ ❛✉ ♠♦♠❡♥$
❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥$✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ $"♦✉✈% ❞❡' ❝♦♥'%+✉❡♥❝❡' '✐♠✐❧❛✐"❡' ❡$ '❛$✐'❢❛✐'❛♥$' ❛♣"3' ✉♥
$"❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡ ♣❧❛+✉❡ ✈❡""♦✉✐❧❧% ❞❡' ✸ ❡$ ✹ ♣❛"$✐❡' ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❝♦♠♣❧❡①❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
♣"♦①✐♠❛❧ ❝❤❡③ ❧❡' ♣❛$✐❡♥$' ❥❡✉♥❡' ❡$ ❧❡' ♣❛$✐❡♥$' V❣%' ❞❡ ♣❧✉' ❞❡ ✻✺ ❛♥'✳ ❉❛♥' ❧❡ ♠W♠❡
❝♦♥$❡①$❡✱ ❙❛❜❛❧✐❝ ❡$ ❛❧✳ ❬✽✽❪ ♦♥$ ❡①❛♠✐♥% $"♦✐' ♠♦❞3❧❡' ❞✐✛%"❡♥$' ❞✬♦'$%♦'②♥$❤3'❡ ♣♦✉" ❧❡'
❢"❛❝$✉"❡' ❡①$"❛✲❛"$✐❝✉❧❛✐"❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧✳ ❉❡' '✐♠✉❧❛$✐♦♥' ♥✉♠%"✐+✉❡' ❡♥ ❝♦♠♣"❡'✲
'✐♦♥ ❛①✐❛❧❡✱ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❡$ ❞❡ ❝❤❛"❣❡♠❡♥$ ✈❛"✉' ♦♥$ %$% ❡✛❡❝$✉%❡' ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❧❛ ♠%$❤♦❞❡
❞❡' %❧%♠❡♥$' ✜♥✐'✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ ♠♦♥$"% +✉❡ ❧❡' ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥$' ❞❛♥' ❧❡' $"♦✐' '②'$3♠❡'
❞❡ ♣❧❛+✉❡ '♦♥$ ♠✐♥✐♠❡' ❡$ ❞❛♥' ❧❡' ❧✐♠✐$❡' +✉✐ "%♣♦♥❞❡♥$ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡' ❞❡ ❧❛ '$❛❜✐❧✐$%
❜✐♦♠%❝❛♥✐+✉❡ '✉✣'❛♥$❡ ♣♦✉" ❧❛ ❣✉%"✐'♦♥ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❛♥' ❝❡$$❡ "%❣✐♦♥✳ ▲❛ ♣❧❛+✉❡ ❡♥
❢♦"♠❡ ❞❡ ❨ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥$ ❝♦♥\✉❡ ♣♦✉" ❧❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❡①$"❛✲❛"$✐❝✉❧❛✐"❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧
❡'$ ✉♥❡ ❛❧$❡"♥❛$✐✈❡ ♣♦''✐❜❧❡ ? ❧❛ ♠%$❤♦❞❡ ❤❛❜✐$✉❡❧❧❡ ❞✬♦'$%♦'②♥$❤3'❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣❧❛+✉❡'✳
❊♥ "❡✈❛♥❝❤❡✱ ❍✐❧❞❡❜"❛♥❞ ❡$ ❛❧✳ ❬✽✾❪ ♦♥$ ♣"%'❡♥$% ✉♥ ❝❛' ♦_ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❧❛+✉❡ ❛ "♦♠♣✉ ❡♥
"❛✐'♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ♣"✐'❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐' ❞❛♥' ❧✬♦' ♦'$%♦♣♦"♦$✐+✉❡✳ ▲❛ ❢"❛❝$✉"❡ ❞✉ ♣❛$✐❡♥$ ❛ ❡♥'✉✐$❡
%$% "%✈✐'%❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❣"❡✛❡ ❞❡ ♣%"♦♥% ❞✬❡♥$"❡$♦✐'❡ ♣♦✉" ❛♠%❧✐♦"❡" ❧❛ '$❛✲
❜✐❧✐$% ❡$ ❧❛ ♣"✐'❡ ❞❡ ✈✐'✳ ▲❡' ❛✉$❡✉"' ❝♦♥❝❧✉❡♥$ +✉❡ ❝❡$$❡ ♠%$❤♦❞❡ ❞❡ ✜①❛$✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛' %$%
✉$✐❧✐'%❡ ❛✉ ♣❛"❛♥$ ❞❛♥' ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧ ❡$ ♣❡✉$ '✬❛✈%"❡" ✉$✐❧❡ ❞❛♥' ❧❛ ✜①❛$✐♦♥ ♦✉✈❡"$❡ ❞❡'
❢"❛❝$✉"❡' ❞✐'$❛❧❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ♦'$%♦♣♦"♦$✐+✉❡✳ ❖❜❡"$ ❡$ ❛❧✳ ❬✾✵❪ ♦♥$ %✈❛❧✉% %❣❛❧❡♠❡♥$ ❧❡'
✶✽
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❝♦♠♣❧✐❝❛$✐♦♥' ❞❡ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✐'$❛❧ $"❛✐$%❡' ♣❛" ✉♥ $"❛✐$❡♠❡♥$
❝♦♥'❡"✈❛$❡✉"✱ ✉♥❡ ✜①❛$✐♦♥ ✐♥$❡"♥❡ ♦✉ ✉♥❡ ❛"$❤"♦♣❧❛'$✐❡ $♦$❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉❞❡ ❝❤❡③ ✹✾✼ ♣❛$✐❡♥$'
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❞❡' ♣❧❛+✉❡' F ✈✐' ✈❡""♦✉✐❧❧%❡' ❞❛♥' ❧❛ ✜①❛$✐♦♥ ❞❡' ❢"❛❝$✉"❡' ♣"♦①✐♠❛❧❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✳ ▲❡'
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<✉/❡-✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠/❧✐♦%❡% ♥♦$%❡ ❝♦♥♥❛✐--❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ ♠/❝❛♥✐<✉❡ ❞❡ ❧✬♦- ❝♦%$✐❝❛❧✱
✐❧ ❡-$ ♥/❝❡--❛✐%❡ ❞❡ ❧❡ ❝♦♥-✐❞/%❡% 5 ✉♥❡ /❝❤❡❧❧❡ ♣❧✉- ♣❡$✐$❡ ❡$ ❞❡ ❧❡ ❝❛%❛❝$/%✐-❡% ❧♦❝❛❧❡♠❡♥$✳
✷✷
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
✷✳✸ ❈❛%❛❝'(%✐*❛'✐♦♥ ♠✐❝%♦*❝♦♣✐/✉❡ ❞❡ ❧✬♦* ❝♦%'✐❝❛❧ ❤✉♠❛✐♥
■♥✐$✐❛❧❡♠❡♥$ ♠✐'❡ ❛✉ ♣♦✐♥$ ♣♦✉" ❝❛"❛❝$%"✐'❡" ❞❡' ✜❧♠' ✜♥'✱ ❧❛ ♥❛♥♦✲✐♥❞❡♥$❛$✐♦♥ '✬❡'$ $"7'
"❛♣✐❞❡♠❡♥$ ❞%♠♦❝"❛$✐'%❡ ♣♦✉" ❝❛"❛❝$%"✐'❡" ❧❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐+✉❡' ❞✉ $✐''✉ ✐♥$❡"'$✐$✐❡❧
♦✉ ❞❡' ❧❛♠❡❧❧❡' ❞❡ ❧✬♦'$%♦♥✳ ❈❤❛+✉❡ ♠❡'✉"❡ ❡'$ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❝❤❛"❣❡✴❞%❝❤❛"❣❡ < ❧❛ '✉"❢❛❝❡ ❞❡
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✐❝✐ ❞❡ +✉❛♥$✐✜❡" ❧❛ ♣"♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ ❝♦♥'✐❞%"% ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥
❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣% ♣❛" ❧❡' ♣♦"♦'✐$%' ❡$ ♠✐❝"♦✜''✉"❡' ♥❛$✉"❡❧❧❡♠❡♥$ ♣"%'❡♥$❡' ❛✉ '❡✐♥ ❞❡
❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧ ❬✶✷✺✱ ✶✷✻❪✳ ❉✐✛%"❡♥$' $②♣❡' ❞❡ ♣"♦$♦❝♦❧❡ ♣❡✉✈❡♥$ V$"❡ ✉$✐❧✐'%' ♣♦✉" %✈❛❧✉❡"
❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ 7 ♣❛"$✐" ❞❡ ❧✬%✈♦❧✉$✐♦♥ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐+✉❡' ❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧✳
▲❡ ♣"❡♠✐❡" ❡'$ ❧❡ $❡'$ ❞❡ ❢❛$✐❣✉❡✳ ❯♥ ❡✛♦"$ ♦✉ ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❝♦♥'$❛♥$✱ ❝♦""❡'♣♦♥❞❛♥$
❣%♥%"❛❧❡♠❡♥$ 7 ✉♥❡ '♦❧❧✐❝✐$❛$✐♦♥ ♣❤②'✐♦❧♦❣✐+✉❡✱ ❡'$ ❛♣♣❧✐+✉% ❞❡ ♠❛♥✐R"❡ ❝②❝❧✐+✉❡ 7 ✉♥
%❝❤❛♥$✐❧❧♦♥✳ ❈❡ ❝❛' ❞❡ ✜❣✉"❡ ♣❡✉$ ❝♦""❡'♣♦♥❞"❡ 7 ✉♥❡ '♦❧❧✐❝✐$❛$✐♦♥ $"♦♣ ❢"%+✉❡♥$❡ ♣♦✉"
+✉❡ ❧❡ "❡♠♦❞❡❧❛❣❡ ♦''❡✉① '♦✐$ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ "%'♦"❜❡" ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ ❛✈❛♥$ +✉❡ ❝❡ ❞❡"♥✐❡"
♥❡ ♣♦✉"'✉✐✈❡ '♦♥ ❛❝❝"♦✐''❡♠❡♥$✳ ▲✬%$✉❞❡ ❞❡ X❛$$✐♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✵✷❪ ♣❡✉$ V$"❡ ❝✐$%❡ ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡✳
■❧' ♦♥$ "%❛❧✐'% ❥✉'+✉✬7 "✉♣$✉"❡ ❞❡' ❝②❝❧❡' ❞❡ $"❛❝$✐♦♥✲❝♦♠♣"❡''✐♦♥ '✉" ✸✷ %♣"♦✉✈❡$$❡' ❞✬♦'
❝♦"$✐❝❛❧ ♣"%❧❡✈%❡' '✉" ❧❡ ❢%♠✉" ❞❡ '✉❥❡$' ♠❛'❝✉❧✐♥' ✭[❣❡ ✿ ✶✽ 7 ✹✾❛♥'✮✳ ▲❡✉"' "%'✉❧$❛$'
♠♦♥$"❡♥$ ✉♥❡ ❞%❣"❛❞❛$✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ '%❝❛♥$ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ❝②❝❧❡'
'✉❜✐'✱ ❛ ❝♦♥$"❛"✐♦ ❧❛ ❞✐''✐♣❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬%♥❡"❣✐❡ %❧❛'$✐+✉❡ %✈♦❧✉❡ ❡♥ ♠✐"♦✐" ❞❡' ♠♦❞✉❧❡'✳ ■❧'
♦♥$ %❣❛❧❡♠❡♥$ ♦❜'❡"✈% +✉❡ ❧❛ ❞%❣"❛❞❛$✐♦♥ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐+✉❡' ❞%♣❡♥❞ ❞✉ $②♣❡ ❞❡
'♦❧❧✐❝✐$❛$✐♦♥ '✉❜✐❡ ♣✉✐'+✉❡ ❧❛ "✉♣$✉"❡ '✉"✈✐❡♥$ $"♦✐' ❢♦✐' ♣❧✉' ✈✐$❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥ +✉✬❡♥
$"❛❝$✐♦♥ ♦] ❧❛ ❞%❣"❛❞❛$✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧✐♥%❛✐"❡♠❡♥$✳
▲❡ '❡❝♦♥❞ ♣"%✈♦✐$ ❞❡ "%❛❧✐'❡" ❞❡' ❡''❛✐' ❥✉'+✉✬7 "✉♣$✉"❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ '♦❧❧✐❝✐$❛$✐♦♥ ❝"♦✐''❛♥$❡
❞❡ ❝②❝❧❡ ❡♥ ❝②❝❧❡✳ ❏❡♣'❡♥ ❡$ ❉❛✈② ❬✶✵✻❪ ♦♥$ "%❛❧✐'% ❞❡' ❡''❛✐' ❞❡ $♦"'✐♦♥ ❛✈❡❝ $❡♠♣'
❞❡ ♠❛✐♥$✐❡♥$ ❛✈❛♥$ ❧❛ ❞%❝❤❛"❣❡ ♣♦✉" %$✉❞✐❡" ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ '✉" ❧❡'
♣❛"❛♠R$"❡' ✈✐'+✉❡✉① ❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧✳ ▲❡✉"' "%'✉❧$❛$' ♠♦♥$"❡♥$ +✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐$❡ %❧❛'$✐+✉❡ ❡♥
❝♦♥$"❛✐♥$❡ ❡$ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥✱ ❧❡ $❛✉① ❞❡ "❡❧❛①❛$✐♦♥ ❡$ ❧❡ $❡♠♣' $♦$❛❧ ❞❡ "❡❧❛①❛$✐♦♥ '♦♥$ ✺
7 ✶✵ ❢♦✐' ♣❧✉' '❡♥'✐❜❧❡' 7 ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ +✉❡ ❧❛ "%'✐'$❛♥❝❡ ❡$ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬%❧❛'$✐❝✐$%
❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧✳ ■❧' ❝♦♥❝❧✉❡♥$ ❧❡✉" %$✉❞❡ ❡♥ ❡'$✐♠❛♥$ +✉❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧ ❡'$ ❢♦"$ '❡♥'✐❜❧❡
❛✉ ❝✐'❛✐❧❧❡♠❡♥$ ❡$ +✉❡ ❧❛ "❡❧❛①❛$✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❧✐♠✐$❡ %❧❛'$✐+✉❡ ❞❡ ❧✬♦' '♦♥$ ❞❡' ❝"✐$R"❡' ♣❧✉'
'❡♥'✐❜❧❡' ♣♦✉" ❝❛"❛❝$%"✐'❡" ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧ ❡♥ $♦"'✐♦♥✳ ❊♥ ✶✾✾✾✱ ✐❧'
♣✉❜❧✐❡♥$ ✉♥❡ %$✉❞❡ '✐♠✐❧❛✐"❡ ❬✶✷✼❪ ❡♥"✐❝❤✐❡ ♣❛" ❧✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝"♦'❝♦♣✐❡ ♦♣$✐+✉❡ ❛✜♥
❞✬❛♣♣"%❝✐❡" ❧❛ "%♣❛"$✐$✐♦♥ ❞❡' ♠✐❝"♦❝"❛❝❦' ❛✉ '❡✐♥ ❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧✳ ▲❡✉"' ♦❜'❡"✈❛$✐♦♥'
✷✺
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♠%❝❛♥✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
♠♦♥$"❡♥$ +✉❡ ❧❡' ♠✐❝"♦❝"❛❝❦' ♥❡ '♦♥$ ♣❛' "%♣❛"$✐❡' ❞❡ ♠❛♥✐4"❡ ❤♦♠♦❣4♥❡ ❞❛♥' ❧✬♦'$%♦♥
✭✸✶✳✺✪✮✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝%♠❡♥$❛♥$❡ ✭✷✸✳✷✪✮ ♦✉ ❞❛♥' ❧❡ $✐''✉ ✐♥$❡"'$✐$✐❡❧ ✭✹✺✳✸✪✮✳ ■❧' ♣"%❝✐'❡♥$
%❣❛❧❡♠❡♥$ +✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝%♠❡♥$❛♥$❡ ❡'$ ✉♥❡ ❜❛""✐4"❡ +✉✐ ❡♠♣4❝❤❡ ❧❛ ♣"♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❞❡'
♠✐❝"♦❝"❛❝❦' ❡♥$"❡ ❧❡' $✐''✉' ✐♥$❡"'$✐$✐❡❧ ❡$ ♦'$%♦♥❛❧✳
B❧✉' "%❝❡♠♠❡♥$✱ ◆②♠❛♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✷✽❪ ♦♥$ ♣✉❜❧✐% ❧❡' "%'✉❧$❛$' ❞✬✉♥ $"❛✈❛✐❧ ❝♦♠♣❧❡$ '✉"
❞❡' $❡'$' ✐♥❝"%♠❡♥$❛✉① ❡♥ $"❛❝$✐♦♥ ❡$ ❡♥ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡' ♣❤❛'❡' ❞❡ ♠❛✐♥$✐❡♥$
❛✈❛♥$ ❧❛ ❞%❝❤❛"❣❡✳ ❉❡ ❧❡✉"' ❡''❛✐'✱ ✐❧' ❡①♣❧♦✐$❡♥$ ❧✬%✈♦❧✉$✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬%❧❛'$✐❝✐$% ❞❡
❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧✱ '❡' ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ♣❡"♠❛♥❡♥$❡'✱ ❧❛ ❝♦♥$"❛✐♥$❡ ❡$ ❧❡ $❡♠♣' ❞❡ "❡❧❛①❛$✐♦♥
♣❡♥❞❛♥$ ❧❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ ♠❛✐♥$✐❡♥ ❡$ ❧❡' %♥❡"❣✐❡' ❞❡ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ %❧❛'$✐+✉❡✱ ♣♦'$✲%❧❛'$✐+✉❡ ❡$
❝❡❧❧❡ ❧✐%❡ ❛✉① ❤②'$%"%'✐'✳ ▲❡✉"' "%'✉❧$❛$' ♠♦♥$"❡♥$ +✉❡ ❧❡' ♣"♦❝❡''✉' ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$
❞❡ ❧✬♦' ❝♦"$✐❝❛❧ ♥❡ '♦♥$ ♣❛' ✐❞❡♥$✐+✉❡' ❡♥ $"❛❝$✐♦♥ ❡$ ❡♥ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥✳ ❈❡$$❡ ❞✐✛%"❡♥❝❡'
♣"♦✈✐❡♥$ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐4"❡ ❞♦♥$ '❡ ♣"♦♣❛❣❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '♦❧❧✐❝✐$❛$✐♦♥
❬✶✷✾✱ ✶✸✵❪✳ ❊♥ $"❛❝$✐♦♥✱ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ '❡"❛ ♣❧✉' ❞✐✛✉' ❡$ ❝♦♥'$✐$✉% ❞❡ ✜''✉"❡' ♣♦✉✈❛♥$
♠❡'✉"❡" ❥✉'+✉✬T ♣❧✉'✐❡✉"' ❝❡♥$❛✐♥❡' ❞❡ µ♠ ❡$ ♣"❡♥❛♥$ ♥❛✐''❛♥❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡
❞❡ "✉♣$✉"❡ ♣♦✉" $"❛✈❡"'❡" ❧❛ '$"✉❝$✉"❡ ❞❡ ❧✬♦'✳ ❊♥ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥✱ ✐❧ '❡"❛ ♣❧✉$V$ ♦❜'❡"✈%
✉♥ "%'❡❛✉ ❞❡ ♠✐❝"♦✜''✉"❡' ♣"%'❡♥$❡' ❛✉ '❡✐♥ ❞✉ $✐''✉ ✐♥$❡"'$✐$✐❡❧ ❡$ ❛✉$♦✉" ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡
❞❡ "✉♣$✉"❡ ❬✶✸✶❪✳ ❈❡❧❛ '❡ $"❛❞✉✐$ ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡♠❡♥$ ♣❛" ✉♥❡ %♥❡"❣✐❡ ❞✐''✐♣%❡ ❧✐%❡ ❛✉①
❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ♣♦'$✲%❧❛'$✐+✉❡' ❡$ ✈✐'❝♦✲%❧❛'$✐+✉❡' ♣❧✉' ✐♠♣♦"$❛♥$❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥ ❡$ ✉♥❡
%♥❡"❣✐❡ ❞❡ '✉"❢❛❝❡ ❧✐❜%"%❡ '✉♣%"✐❡✉"❡ ❡♥ $"❛❝$✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥✱ ◆②♠❛♥ ❡$ ❛❧✳ ♦♥$
$"♦✉✈% +✉❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ '✉"✈✐❡♥$ ♣♦✉" ✉♥❡ ❝♦♥$"❛✐♥$❡ ♣❧✉' %❧❡✈%❡✳ ▲❡' %♥❡"❣✐❡' ❧✐%❡'
❛✉ ❝♦♠♣♦"$❡♠❡♥$ ✈✐'❝♦%❧❛'$✐+✉❡ ♦✉ ♣♦'$✲%❧❛'$✐+✉❡ '♦♥$ %❣❛❧❡♠❡♥$ ♣❧✉' ✐♠♣♦"$❛♥$❡' ❡♥
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&❡✐♥ ❞❡& ❧❛❝✉♥❡& &✉- ❧❡& ✈❛❧❡✉-& ♠❛①✐♠❛❧❡& ❞❡ ❝❡& ❝❤❛♠♣& ❛ #❣❛❧❡♠❡♥( #(# ♠✐&❡ ❡♥ ❡①❡-❣✉❡✳
❆✜♥ ❞❡ (❡♥✐- ❝♦♠♣(❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛(✉-❡ ♠✉❧(✐✲#❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦& ❤✉♠❛✐♥✱ ❧❡& ♣❧✉& -#❝❡♥(& ♠♦❞I❧❡&
♣❛- #❧#♠❡♥(& ✜♥✐& &♦♥( ❛&&♦❝✐#& < ❞❡& ❛♣♣-♦❝❤❡& ♠✐❝-♦♠#❝❛♥✐6✉❡&✳
✸✳✷ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ♠✐❝/♦♠&❝❛♥✐0✉❡
❉❛♥& ❝❡ ❝♦♥(❡①(❡✱ ✐❧ ❡&( ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐-❡ -#❢#-❡♥❝❡ < ❙♠✐( ❡( ❛❧✳ ❬✶✻✶❪ 6✉✐ ♦♥( ❞#✈❡❧♦♣♣# ✉♥
♠♦❞I❧❡ ♣♦-♦#❧❛&(✐6✉❡ ❜❛&# &✉- ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ❞❡ ❇✐♦( ❞❛♥& ❧❡6✉❡❧ &♦♥( ✐♥(#❣-#❡& ❧❡& ♣♦-♦&✐(#&
✈❛&❝✉❧❛✐-❡ ❡( ❧❛❝✉♥❛✐-❡ (♦✉( ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣-❡&&✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡①(-❛❝❡❧❧✉❧❛✐-❡
♣-#&❡♥( ❛✉ &❡✐♥ ❞✉ -#&❡❛✉ ❢♦-♠# ♣❛- ❧❡& ❝❛♥❛❧✐❝✉❧❡&✳ ▲✬✐♥(#-A( ❞❡ ❝❡ ♠♦❞I❧❡ ❡&( ❧❛ ♣-✐&❡
❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❞✉ -R❧❡ ❞❡& ♦&(#♦❝②(❡& ❞❛♥& ❧❡ &②&(I♠❡ ♠#❝❛♥♦✲&❡♥&♦-✐❡❧ ❞❡ ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧✳ ■❧ ❡&(
-#❣✐ ♣❛- ❧❡& ❝❛-❛❝(#-✐&(✐6✉❡& ♠#❝❛♥✐6✉❡& ❞❡ ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ &✉♣♣♦&#❡& ✐&♦(-♦♣❡&✱ &♦♥ (❛✉① ❞❡
♣♦-♦&✐(# ❡( ❧❛ ❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(# ❤②❞-❛✉❧✐6✉❡ ❞✉ -#&❡❛✉ ❧❛❝✉♥❛✐-❡✳ ❉❡ ❧❡✉- ❝R(#✱ 8-❡❞♦✐✲❘❛❝✐❧❛
❡( ❈-♦❧❡( ❬✶✻✷❪ ♦♥( ❞#✈❡❧♦♣♣# ✉♥ ♠♦❞I❧❡ ❜❛♣(✐&# ❙✐◆✉8-❖& ♦X ✉♥❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧I(❡
❛ #(# #(✉❞✐#❡ ✿ ❡❧❧❡ ♣-#&❡♥(❡ ❝✐♥6 ♥✐✈❡❛✉① ❞✬#❝❤❡❧❧❡& ❞❡ ♠♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✉❧(✐♣❤②&✐6✉❡✳
▲✬❛&♣❡❝( ♠✉❧(✐✲#❝❤❡❧❧❡ ❡&( ♠♦❞#❧✐&# < ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✶✽ ♣❛-❛♠I(-❡& &(-✉❝(✉-❡❧& ♣❛- ❧❛ (❤#♦-✐❡
❞✬❤♦♠♦❣#♥#✐&❛(✐♦♥ ❡( ✶✵ ❛✉(-❡& ♣❛-❛♠I(-❡& ♣❤②&✐6✉❡& ♣♦✉- ❧✬❛&♣❡❝( ♠✉❧(✐✲♣❤②&✐6✉❡✳ ▲❡
❝♦❧❧❛❣I♥❡ ❛ #(# ♠♦❞#❧✐&# ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣✐#③♦#❧❡❝(-✐6✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦-(❡♠❡♥(
-❡♣-♦❞✉✐&❛♥( ❧❡ ♣-♦❝❡&&✉& ❞❡ ♠✐♥#-❛❧✐&❛(✐♦♥✳ ❉❛♥& ❝❡((❡ #(✉❞❡ ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ♥✉♠#-✐6✉❡
❙✐◆✉8-❖& ❛ #(# ❛♣♣❧✐6✉# ♣♦✉- ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡& ♣-♦♣-✐#(#& #❧❛&(✐6✉❡& < ❧✬#❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝-♦&❝♦♣✐6✉❡
❞❡ ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ ♣❛- ❧❡& (❡❝❤♥✐6✉❡& ❞✬❤♦♠♦❣#♥#✐&❛(✐♦♥✳ ●-✐♠❛❧ ❡( ❛❧✳ ❬✶✻✸❪✱ 6✉❛♥( < ❡✉①✱
♦♥( #(✉❞✐# ❧❡& -❡❧❛(✐♦♥& ❡♥(-❡ ❧❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠✐❝-♦&❝♦♣✐6✉❡& ❞❡ ❧✬♦& ❡( &♦♥ #❧❛&(✐❝✐(# <
❧✬#❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♠✐❧❧✐♠I(-❡ ♦✉ #❝❤❡❧❧❡ ♠#&♦&❝♦♣✐6✉❡✳ ▲❡& ❛✉(❡✉-& ♦♥( ♣-♦♣♦&# ✉♥❡ ♠#(❤♦❞❡
♣♦✉- ❡&(✐♠❡- ❧❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠#&♦&❝♦♣✐6✉❡& ❞❡ ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧✱ ❡♥ ♣❛-(✐❝✉❧✐❡-✱ ❜❛&# &✉- ✉♥❡
❞✐&(-✐❜✉(✐♦♥ &♣❛(✐❛❧❡ ❞❡& ♣-♦♣-✐#(#& ❛❝♦✉&(✐6✉❡& < ❧✬#❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝-♦&❝♦♣✐6✉❡ ♦❜(❡♥✉ ♣❛-
♠✐❝-♦&❝♦♣❡ < ❜❛❧❛②❛❣❡ ❛❝♦✉&(✐6✉❡✳ ❉✬❛♣-I& ❝❡((❡ #(✉❞❡✱ ❧❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠#&♦&❝♦♣✐6✉❡&
♦❜(❡♥✉❡& &♦♥( ❡♥ ❛❝❝♦-❞ ❛✈❡❝ ❧❡& ❞♦♥♥#❡& ❡①♣#-✐♠❡♥(❛❧❡& ❡( ✐❧ &❡♠❜❧❡-❛✐( 6✉❡ ❧✬❛♥✐&♦(-♦♣✐❡
❞❡ ❧✬♦& < ❧✬#❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝-♦&❝♦♣✐6✉❡ ❛✐( ✉♥ ❡✛❡( ♠❛❥❡✉- &✉- &♦♥ ❛♥✐&♦(-♦♣✐❡ ♠#&♦&❝♦♣✐6✉❡✳
■❧& ❝♦♥❝❧✉❡♥( 6✉✬❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡& ❤②♣♦(❤I&❡& 6✉❡ ❧❡& ♣♦-❡& &♦✐❡♥( ✈✐❞❡& ♦✉ -❡♠♣❧✐❡& ❞✬✉♥
✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣-❡&&✐❜❧❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐( < ❞❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠#&♦&❝♦♣✐6✉❡& &❡♥&✐❜❧❡♠❡♥( ❞✐✛#-❡♥(❡&✳
❉✬❛✉(-❡& #(✉❞❡& ♦♥( ❝♦♥&✐❞#-# ✉♥❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ❝♦♥❝❡♣(✉❛❧✐&❛♥( ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♠❛(#-✐❛✉ ❝♦♠♣♦&✐(❡ ❡( ❧✉✐ ♦♥( ❛♣♣❧✐6✉# ❧❡& ♠♦❞I❧❡& ❛&&♦❝✐#&✳ ❏✐ ❡( ●❛♦ ❬✶✻✹❪ ♦♥( ♠♦❞#❧✐&#
✸✶
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥& ❞❡ ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧
♣❛- #❧#♠❡♥( ✜♥✐& ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ -❡♣-#&❡♥(❛(✐❢ ❞✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ &♦❧❧✐❝✐(# ❡♥ ❝♦♠♣-❡&&✐♦♥ ❡( ❝♦♠♣❛-#
❧❡& -#&✉❧(❛(& ♥✉♠#-✐4✉❡& ♦❜(❡♥✉& ❞❛♥& ❧❡& ❝❛& ♦6 ❧❡& ♣❛-❛♠7(-❡& ♠#❝❛♥✐4✉❡& &♦♥( ❡&(✐♠#&
8 ♣❛-(✐- ❞❡ ✈❛❧❡✉-& ❡①♣#-✐♠❡♥(❛❧❡& ✐&&✉❡& ❞❡ ❧❛ ❧✐((#-❛(✉-❡ ♦✉ 8 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡& ❜♦-♥❡& ❞❡ ❱♦✐❣(✱
❞❡ ❘❡✉&&✱ ❞❡ ❍❛&❤✐♥✲❙❤(-✐❦♠❛♥ ❡( ❞❡ ❍✐❧❧ ♦✉ ❧❡& ♠♦❞7❧❡& ❚❙❈ ✭(❡♥&✐♦♥✲&❤❡❛- ❝❤❛✐♥✮✱ ❞❡
❍❛❧♣✐♥✕❚&❛✐ ❡( ❞❡ ▼♦-✐✲❚❛♥❛❦❛✳ ▲✬❛♥✐&♦(-♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ ❡&( -❡(-♦✉✈#❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡
❞❡& ♠♦❞7❧❡& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦-✐❡♥(❛(✐♦♥ ♣-✐✈✐❧#❣✐#❡ ❞❛♥& &❛ ❞✐-❡❝(✐♦♥ ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧❡✳ ■❧& (-♦✉✈❡♥(
❞❡& ♠♦❞✉❧❡& ❞✬#❧❛&(✐❝✐(# ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ ❡( (-❛♥&✈❡-&❡ -❡&♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ♣-♦❝❤❡& ❞❡& ❜♦-♥❡& ❞❡
❱♦✐❣❤( ❡( ❘❡✉&&✳ ❈❡((❡ ❞❡-♥✐7-❡ ♣❡-♠❡( #❣❛❧❡♠❡♥( ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉-❡ ❡&(✐♠❛(✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❝✐&❛✐❧❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦&(-✉❝(✉-❡✳ ■❧& ❝♦♥❝❧✉❡♥( ❧❡✉- #(✉❞❡ ♣❛- ❧❡ ❝♦♥&(❛( ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧(#
4✉❡ -❡♣-#&❡♥(❡ ❧✬❡&(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡& ♣-♦♣-✐#(#& ❛♣♣❛-❡♥(❡& ❞❡ ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ 8 ❝❛✉&❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡& ❞✐✛#-❡♥(& ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ &♦♥ ❛-❝❤✐(❡❝(✉-❡✳ ▲❡ &❤#♠❛ ❞❡ ▼♦-✐✲❚❛♥❛❦❛ ❛ #❣❛❧❡♠❡♥( #(#
❛♣♣❧✐4✉# ♣❛- ❍❛♠❡❞ ❡( ❛❧✳ ❬✼❪ 4✉✐ &❡ &♦♥( ❛♣♣❧✐4✉#& 8 ❡&(✐♠❡- ❧❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠#❝❛♥✐4✉❡& ❞❡
❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜❜-✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣7♥❡ ♠✐♥#-❛❧✐&#❡ ❥✉&4✉✬8 ❧✬#❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ♠#&♦&❝♦♣✐4✉❡✳ R♦✉-
❝❤❛4✉❡ #(❛♣❡ ✐♥(❡-♠#❞✐❛✐-❡ ✭✜❣✉-❡ ✶✳✶✹✮✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛-❛✐&♦♥ ❞❡& ♣-♦♣-✐#(#& ❝❛❧❝✉❧#❡& ❛✈❡❝ ❧❡&
♠❡&✉-❡& ❡①♣#-✐♠❡♥(❛❧❡& ♣✉❜❧✐#❡& ❞❛♥& ❧❛ ❧✐((#-❛(✉-❡ ❛ ❝♦♥✜-♠# ❧✬❡✣❝❛❝✐(# ❞❡ ❝❡ ♠♦❞7❧❡
♣♦✉- ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧✳ ❋❛❝❡ ❛✉① ❞✐✛#-❡♥(❡& ❝♦♥❝❡♣(✉❛❧✐&❛(✐♦♥& ❞✉ (✐&&✉ ♦&&❡✉① ♣-#&❡♥(❡& ❞❛♥&
❧❛ ❧✐((#-❛(✉-❡✱ ❍❡❧❧♠✐❝❤ ❡( ❛❧✳ ❬✶✻✺❪ ❛✈❛✐❡♥( ❞#❥8 ✉(✐❧✐&# ❧❡ &❝❤#♠❛ ❞❡ ▼♦-✐✲❚❛♥❛❦❛ ♣♦✉-
✐♥✈❡&(✐❣✉❡- ❧❡ -X❧❡ ❞✉ ❝♦❧❧❛❣7♥❡ ❞❛♥& ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ ❡( &❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠#❝❛♥✐4✉❡&✳ R♦✉- ❝❡
❢❛✐-❡✱ (-♦✐& ❝♦♥❝❡♣(✉❛❧✐&❛(✐♦♥& ♦♥( #(# ❝♦♠♣❛-#❡&✳ ▲❛ ♣-❡♠✐7-❡ ❝♦♥&✐❞7-❡ ❧❡& ♠♦❧#❝✉❧❡& ❞❡
❝♦❧❧❛❣7♥❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥& ❞❛♥& ✉♥❡ ♠❛(-✐❝❡ ♠✐♥#-❛❧✐&#❡ ❝♦♥(❡♥❛♥( ❞❡& ♠♦❧#❝✉❧❡&
❞✬❡❛✉ ❡( ❞❡& ♠❛(#-✐❛✉① ♦-❣❛♥✐4✉❡& ♥♦♥✲❝♦❧❧❛❣#♥✐4✉❡&✳ R♦✉- ❧❛ &❡❝♦♥❞❡✱ ❧❡ (✐&&✉ ♦&&❡✉①
❡&( ✉♥❡ &(-✉❝(✉-❡ ♦-❣❛♥✐&#❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ -#&❡❛✉ ✐♥(❡-❝♦♥♥❡❝(# ❞❡ ♠♦❧#❝✉❧❡& ❞❡ ❝♦❧❧❛❣7♥❡ ❡(
❞✬❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞❡& ❝-✐&(❛✉① ❞✬❤②❞-♦①②❛♣❛(✐(❡✳ ▲❛ (-♦✐&✐7♠❡ &❡ ✈❡✉( ♣❧✉& ♣-♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ -#❛❧✐(#
❡♥ ♠♦❞#❧✐&❛♥( ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛(-✐❝❡ ♠✐♥#-❛❧✐&#❡ ❞❛♥& ❧❛4✉❡❧❧❡ &♦♥( ✐♥❝❧✉&❡&
❞❡& ✜❜-✐❧❧❡& ❞#❥8 ♠✐♥#-❛❧✐&#❡&✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛-❛✐&♦♥ ❞❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠#❝❛♥✐4✉❡& ❤♦♠♦❣#♥#✐&#❡&
❝❛❧❝✉❧#❡& ❞❛♥& ❧❡& (-♦✐& ❝❛& ❛ ♠♦♥(-# ✉♥❡ ❢♦-(❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐&♦(-♦♣✐❡ ❞❡& ♠♦❧#❝✉❧❡&
❞❡ ❝♦❧❧❛❣7♥❡ ❡( ❞❡& ✜❜-✐❧❧❡& ♠❛✐& #❣❛❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧✬♦-✐❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡& ❞❡-♥✐7-❡& ❛✉ &❡✐♥ ❞✉
♠✐❧✐❡✉ ❡①(-❛✜❜-✐❧❧❛✐-❡✳ ▲✬❤♦♠♦❣#♥#✐&❛(✐♦♥ ❛ #❣❛❧❡♠❡♥( #(# ✉(✐❧✐&#❡ ♣❛- ❱❛✉❣❤❛♥ ❡( ❛❧✳ ❬✶✻✻❪
❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞-❡ ❞✬✉♥❡ ♣-♦❝#❞✉-❡ 8 ❞❡✉① #(❛♣❡& ♣♦✉- ❞#❝-✐-❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦-(❡♠❡♥( ♠#❝❛♥✐4✉❡
❞✬✉♥ ♦&(#♦♥ &❝❛♥♥# ♣❛- ♠✐❝-♦(♦♠♦❣-❛♣❤✐❡✳ ▲❛ ♣-❡♠✐7-❡ ♠♦❞#❧✐&❡ ❧❛ ✜❜-✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣7♥❡
♠✐♥#-❛❧✐&#❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦❧#❝✉❧❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣7♥❡ -❡♥❢♦-❝#❡ ♣❛- ✉♥❡ ❞✐&(-✐❜✉(✐♦♥ ♣#-✐♦❞✐4✉❡
❞❡ ❝-✐&(❛✉① ❞✬❤②❞-♦①②❛♣❛(✐(❡✳ ❉❛♥& ❧❛ &❡❝♦♥❞❡✱ ❧❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠#❝❛♥✐4✉❡& ❞#(❡-♠✐♥#❡&
♣-#❝#❞❡♠♠❡♥( &♦♥( ❛((-✐❜✉#❡& ❛✉① ❧❛♠❡❧❧❡& ♦-✐❡♥(#❡& ❞❡ ♠❛♥✐7-❡ 8 -❡&♣❡❝(❡- ❧✬✐♥❝❧✐♥❛✐&♦♥
♣❛- -❛♣♣♦-( 8 ❧✬❛①❡ ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬♦&(#♦♥ ♦❜&❡-✈#❡ &✉- ❧❡& &❝❛♥♥❡-&✳ ❆✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞7❧❡✱
✐❧& ♦♥( #(✉❞✐# ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢-❛❝(✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐4✉❡ ♦❝❝✉♣#❡ ♣❛- ❧❛ ♣❤❛&❡ ♠✐♥#-❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦&
❝♦-(✐❝❛❧ ❡( ❝❡❧❧❡ ❞✉ -❛♣♣♦-( ❞✬❛&♣❡❝( ❡( ❞❡ ❧❛ ❞✐&(-✐❜✉(✐♦♥ ❞❡& ❝-✐&(❛✉① ❞✬❤②❞-♦①②❛♣❛(✐(❡
4✉✐ ❧❛ ❝♦♥&(✐(✉❡♥(✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡ ❞❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠✐❝-♦♠#❝❛♥✐4✉❡& ❞❡& ♠♦❧#❝✉❧❡& ❞❡
❝♦❧❧❛❣7♥❡ ❡( ❞❡& ❝-✐&(❛✉① ❞✬❤②❞-♦①②❛♣❛(✐(❡ ♠❡&✉-#❡& ♣❛- ♥❛♥♦✐♥❞❡♥(❛(✐♦♥ ❬✶✻✼❪ ❡&(
#❣❛❧❡♠❡♥( ♥#❝❡&&❛✐-❡✳ ▲❡& ♣-#❞✐❝(✐♦♥& ❞❡ ❝❡ ♠♦❞7❧❡ ♠♦♥(-❡♥( ❧♦-& ❞❡& ❞❡✉① #(❛♣❡& 4✉❡
❧✬❡&(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡& ♣-♦♣-✐#(#& ♠#❝❛♥✐4✉❡& ❛✉❣♠❡♥(❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢-❛❝(✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐4✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛&❡
♠✐♥#-❛❧❡✱ ❧❡ -❛♣♣♦-( ❞✬❛&♣❡❝( ❞❡& ❝-✐&(❛✉① ♦✉ ❡♥❝♦-❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡&♣❛❝❡ ❡♥(-❡ ❡✉①
❡( ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞✐❛♠7(-❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❍❛-✈❡-&✳
❉❡ &♦♥ ❝X(#✱ ❆♥♥❡ ❉❡✈✉❧❞❡- ❛ ♦♣(# ❞❛♥& &♦♥ (-❛✈❛✐❧ ❞❡ (❤7&❡ ❬✶✻✽❪ ♣♦✉- ✉♥❡ ❛♣♣-♦❝❤❡
♠✐❝-♦♠#❝❛♥✐4✉❡ ❞✉ -❡♠♦❞❡❧❛❣❡ ♦&&❡✉① ❞❡ ❧✬♦& ❝♦-(✐❝❛❧ ❛✜♥ ❞✬❛♠#❧✐♦-❡- ❧❛ ❝♦♠♣-#❤❡♥&✐♦♥
✸✷
❈♦♥❝❧✉&✐♦♥
❞❡& *✉♣,✉*❡& ♣❛* ❢❛,✐❣✉❡✳ ❈❡,,❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ *❡♣♦&❡ &✉* ❧❛ ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡✱ 3 ❞✐✛5*❡♥,❡& 5❝❤❡❧❧❡&✱
❞❡& ♣*♦♣*✐5,5& ♠5❝❛♥✐7✉❡& ❞✉ ,✐&&✉ ♦&&❡✉① ❛✐♥&✐ 7✉❡ ❞❡& ❧♦✐& ❞5❝*✐✈❛♥, ❧✬5✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ &♦♥
❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥, ♣❛* ❢❛,✐❣✉❡✳ ▲❛ ♣*❡♠✐<*❡ 5,❛♣❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞<❧❡ ❡&, ✉♥❡ ❤♦♠♦❣5♥5✐&❛,✐♦♥
,❡♠♣♦*❡❧❧❡ ❞❡& ❞5❣*❛❞❛,✐♦♥& &✉❜✐❡&✳ ■❧ &✬❛❣✐, ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♥&✐❞5*❡* &5♣❛*5♠❡♥, ❧✬❡♥❞♦♠♠❛✲
❣❡♠❡♥, ✐&&✉ ❞❡ &♦❧❧✐❝✐,❛,✐♦♥& ❞✐,❡& ❤❛✉,❡& ❢*57✉❡♥❝❡& ♦✉ *❛♣✐❞❡& ❞❡ ❝❡❧❧❡& ❞✐,❡& ❜❛&&❡&
❢*57✉❡♥❝❡& ♦✉ ❧❡♥,❡& 7✉✐ &✬❛♣♣❛*❡♥,❡♥, ♣❧✉& 3 ✉♥ ❝❤❛*❣❡♠❡♥, 7✉❛&✐✲&,❛,✐7✉❡✳ ▲❛ &❡❝♦♥❞❡
❡&, ✉♥ 57✉✐❧✐❜*❛❣❡ ❡♥,*❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥, ❣❧♦❜❛❧ ❞5,❡*♠✐♥5 3 ❧❛ ♣*❡♠✐<*❡ 5,❛♣❡ ❛✈❡❝ ❧❡
*❡♠♦❞❡❧❛❣❡ ♦&&❡✉① ❞5❝❧❡♥❝❤5 ♣❛* ♠5❝❛♥♦,*❛&❞✉❝,✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹✿ ▲❡" ❞✐✛&'❡♥)❡" &❝❤❡❧❧❡" ❤♦♠♦❣&♥&✐"&❡" ♣❛' ❍❛♠❡❞ ❡) ❛❧✳ ❬✼❪ ✭❋✐❣✉'❡ ♠♦❞✐✜&❡✮
✹ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐,*❡ ❞*❡&&❡ ✉♥ 5,❛, ❞❡ ❧✬❛*, ❞❡& ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡& ❛❝,✉❡❧❧❡& ❧✐5❡& 3 ❧✬❤✉♠5*✉& ❡♥
♣❛&&❛♥, ❡♥ *❡✈✉❡ &♦♥ ♦&,5♦❧♦❣✐❡✱ &♦♥ ❤✐&,♦❧♦❣✐❡✱ &♦♥ ❝♦♠♣♦*,❡♠❡♥, ♠5❝❛♥✐7✉❡ &♦✉& ❧❡&
&♦❧❧✐❝✐,❛,✐♦♥& ❛♣♣❧✐7✉5❡& ❡, ❡♥✜♥ &❡& ♠♦❞5❧✐&❛,✐♦♥&✳ ■❧ ❛ 5,5 *❛♣✐❞❡♠❡♥, ❝♦♥&,❛,5 7✉✬✉♥❡
♦✉✈❡*,✉*❡ 3 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ♦& ❧♦♥❣& 5,❛✐, ♥5❝❡&&❛✐*❡ ♣♦✉* 5,❛❜❧✐* ✉♥❡ ❜❛&❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡&
♣❧✉& ❣5♥5*❛❧❡ ❡, *❡❧❛,✐✈❡ 3 ❧✬♦& ❝♦*,✐❝❛❧✳ ❈❡ ♣*❡♠✐❡* ❝❤❛♣✐,*❡ ❡&, ✜♥❛❧❡♠❡♥, ❛*,✐❝✉❧5 ❡♥
,*♦✐& ♣❛*,✐❡&✳ ▲❛ ♣*❡♠✐<*❡ ❡&, ❝♦♥&❛❝*5❡ 3 ❧❛ ♣*5&❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦&,5♦❧♦❣✐❡ ❡, ❧✬❤✐&,♦❧♦❣✐❡ ❞❡
❧✬❤✉♠5*✉&✳ ❖♥ ❛ ♥♦,❛♠♠❡♥, ♣✉ ✈♦✐* 7✉✬✐❧ ♣*5&❡♥,❛✐, ✉♥ ❝❡*,❛✐♥ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❜♦*❞& ❡, ❞❡
❢❛❝❡& ❡, 7✉❡ &❛ ❞✐❛♣❤②&❡ 5,❛✐, ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥, ❝♦♥&,✐,✉5 ❞✬♦& ❝♦*,✐❝❛❧✱ ✉♥ ,✐&&✉ ♠✐♥5*❛❧✐&5
❡, ♣♦*❡✉①✳ ▲❡& ❞✐✛5*❡♥,❡& 5,✉❞❡& ♣*5&❡♥,5❡& ,*❛✐,❛♥, ❞❡ ❧❛ ❞❡♥&✐,5 ♠✐♥5*❛❧❡ ♦&&❡✉&❡ ♦✉ ❞❡
❧❛ ♣♦*♦&✐,5 ❞❡ ❧✬♦& ❝♦*,✐❝❛❧ *❛♣♣♦*,❡♥, ❞❡& ♠❡&✉*❡& ♣♦✉✈❛♥, C,*❡ ,*<& ❞✐✛5*❡♥,❡& ❧❡& ✉♥❡&
❞❡& ❛✉,*❡& ✐❧❧✉&,*❛♥, ❛✐♥&✐ ❧❛ ✈❛*✐❛❜✐❧✐,5 ✐♥,❡*✲ ❡, ✐♥,*❛✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ 7✉✐ ❡①✐&,❡ 3 ,*❛✈❡*&
❧✬❛*❝❤✐,❡❝,✉*❡ ❞❡ ❧✬♦& ❝♦*,✐❝❛❧✳
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❞/.❡. ✉♥ ♠❛)/.✐❛✉ ❤♦♠♦❣B♥❡ /&✉✐✈❛❧❡♥) ❛✉ ♠❛)/.✐❛✉ ❤/)/.♦❣B♥❡ ✐♥✐)✐❛❧✳ M♦✉. ❝❡ ❢❛✐.❡✱ ❧❛
♣.♦❝/❞✉.❡ ? #✉✐✈.❡ ♥/❝❡##✐)❡ ).♦✐# /)❛♣❡# ❬✶✻✾❪ ✿
• ▲❛ .❡♣./#❡♥)❛)✐♦♥ #❡.✈❛♥) ? ❞/✜♥✐. ❡) ❞/❝.✐.❡ ❧❡# ❞✐✛/.❡♥)❡# ♣❤❛#❡# ♣./#❡♥)❡# ❛✉ #❡✐♥
❞✉ ♠❛)/.✐❛✉ ❤/)/.♦❣B♥❡✳
• ▲❛ ❧♦❝❛❧✐#❛)✐♦♥ ❞♦♥) ❧✬♦❜❥❡❝)✐❢ ❡#) ❞✬/)❛❜❧✐. ❧❡# .❡❧❛)✐♦♥# ❡♥).❡ ❧❡# ❝❤❛♠♣# ♠✐❝.♦#❝♦✲
♣✐&✉❡# ❡) ♠❛❝.♦#❝♦♣✐&✉❡#✳
✸✺
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
• ▲✬❤♦♠♦❣#♥#✐&❛(✐♦♥ ❞✉,❛♥( ❧❛-✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦,(❡♠❡♥( ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡&( #(❛❜❧✐ ♣❛, ❧❡
❜✐❛✐& ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡& ,#❛❧✐&#❡& &✉, ❞❡& &♦❧✉(✐♦♥& ❞❡ ❧✬#(❛♣❡ ♣,#❝#❞❡♥(❡✳
8♦✉, ❧❛ ,❡♣,#&❡♥(❛(✐♦♥✱ ✉♥ ❱♦❧✉♠❡ ➱❧#♠❡♥(❛✐,❡ ❘❡♣,#&❡♥(❛(✐❢ ✭❱❊❘✮ V ❞❡ ❢,♦♥(✐A,❡ ∂V ❞✉
♠❛(#,✐❛✉ #(✉❞✐# ❞♦✐( (♦✉( ❞✬❛❜♦,❞ B(,❡ ❞#✜♥✐✳ ■❧ ❞♦✐( B(,❡ ❛&&❡③ ❣,❛♥❞ ♣♦✉, B(,❡ ,❡♣,#&❡♥✲
(❛(✐❢ ❞❡& ❞✐✛#,❡♥(❡& ♣❤❛&❡& ♠✐❝,♦&❝♦♣✐-✉❡& ϕ ❞✉ ♠❛(#,✐❛✉ ♠❛✐& ♣❛& (,♦♣ ♣♦✉, ❝♦♥&❡,✈❡, ❧❛
&#♣❛,❛(✐♦♥ ❞❡& ❞✐✛#,❡♥(❡& #❝❤❡❧❧❡&✳ ▲♦,& ❞❡ ❝❡((❡ ♣,❡♠✐A,❡ #(❛♣❡✱ ✐❧ &✬❛❣✐( ❞❡ ❞#❝,✐,❡ ❧❡& ❞✐❢✲
❢#,❡♥(❡& ♣❤❛&❡& &✉♣♣♦&#❡& ❤♦♠♦❣A♥❡& ♣,#&❡♥(❡& ❞❛♥& ❧❡ ❱❊❘ -✉❡ ❝❡ &♦✐( ♣❛, ❧❡ ❜✐❛✐& ❞❡ ❧❡✉,
❣#♦♠#(,✐❡✱ ❧❡✉, ❢,❛❝(✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐-✉❡ fϕ ❛✉ &❡✐♥ ❞✉ ♠❛(#,✐❛✉ ♦✉ ❧❡✉,& ♣,♦♣,✐#(#& ♠#❝❛♥✐-✉❡&✳
8♦✉, ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡&✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦,(❡♠❡♥( ❧♦❝❛❧❡ &✬#❝,✐( ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐A,❡ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
σ(x) = C(x) : ε(x) ✭✷✳✶✮
❛✈❡❝ σ ❡( ε ❧❡& ❝❤❛♠♣& ❞❡ ❝♦♥(,❛✐♥(❡& ❡( ❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥& ❧♦❝❛✉① ❡( C ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞✬#❧❛&(✐❝✐(#✳
❆ ❧✬#❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦,(❡♠❡♥( ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡&( ❧❛ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
Σ = Chom : E ✭✷✳✷✮
❛✈❡❝ Σ ❡( E ❧❡& (❡♥&❡✉,& ❞❡ ❝♦♥(,❛✐♥(❡& ❡( ❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥& ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡& ❡( Chom ❧❡
(❡♥&❡✉, ❞✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❤♦♠♦❣#♥#✐&#✳
8♦✉, ❧❛ ❧♦❝❛❧✐&❛(✐♦♥✱ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐(✐♦♥& ❛✉① ❧✐♠✐(❡& &♦♥( ❡♥✈✐&❛❣❡❛❜❧❡& N &❛✈♦✐, ❧✬❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❤♦♠♦❣A♥❡ ❞❡ ❝♦♥(,❛✐♥(❡& ♦✉ ❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥& &✉, ∂V ✳ ❉❛♥& ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞❡ ❝❡ (,❛✲
✈❛✐❧ ❞❡ (❤A&❡✱ ♥♦✉& ♥♦✉& &♦♠♠❡& ♣❧❛❝#& ❞❛♥& ❧❡ ❞❡✉①✐A♠❡ ❝❛&✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥
❤♦♠♦❣A♥❡ N ❧❛ ❢,♦♥(✐A,❡ ❞✉ ❱❊❘ &❡ (,❛❞✉✐( ♣❛, ❧❛ ❝♦♥(✐♥✉✐(# ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞#♣❧❛❝❡♠❡♥( ❞#✲
✜♥✐ ♣❛, ❧❛ ,❡❧❛(✐♦♥ ✭✷✳✸✮✳ ▲❛ ❞#✜♥✐(✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦,(❡♠❡♥( ❤♦♠♦❣#♥#✐&# ♥#❝❡&&✐(❡ #❣❛❧❡♠❡♥(
❧✬❤②♣♦(❤A&❡ ❞✬#-✉✐❧✐❜,❡ ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& &♦❧❧✐❝✐(❛(✐♦♥& ❛♣♣❧✐-✉#❡& &✉, ∂V ✳ ▲✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❡& ❝♦♥&✐❞#,❛(✐♦♥& ❡&( ❞#❝,✐( ♣❛, ❧❡ &②&(A♠❡ &✉✐✈❛♥( ✿{
u(x) = E.x sur ∂V
div(σ(x)) = 0 ∀x ∈ V ✭✷✳✸✮
▲❛ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ E ❛♣♣❧✐-✉#❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦♥(♦✉, ❞✉ ❱❊❘ ❡&( #-✉✐✈❛❧❡♥(❡
N ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ &♣❛(✐❛❧❡ ❞❡& ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥& ❧♦❝❛❧❡& ε✳ ▲❡& ❞❡✉① ❝❤❛♠♣& ♣❡✉✈❡♥( ❞♦♥❝ B(,❡
,❡❧✐#& ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐A,❡ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
< ε >=
1
|V |
∫
V
ε(x)dV = E
✭✷✳✹✮
♦R ❁❳❃❂
∑
ϕ f
ϕXϕ ❞#&✐❣♥❡ ❧✬♦♣#,❛(❡✉, ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❳ &✉, V ✳
❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥ ♠❛(#,✐❛✉ #❧❛&(✐-✉❡ ❧✐♥#❛✐,❡✱ ❧❡ ♣,♦❜❧A♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛(✐♦♥ ❡&( ✉♥ ♣,♦❜❧A♠❡
❞✬#❧❛&(✐❝✐(# ❧✐♥#❛✐,❡ N ❢♦,❝❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥(,❡ ❧❡& ❝❤❛♠♣& ε ❡( E✳ ■❧ ❛❞♠❡( ✉♥❡ ✉♥✐-✉❡
&♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ ✿
ε(x) = A(x) : E ✭✷✳✺✮
♦R A ❡&( ✉♥ (❡♥&❡✉, ❞✬♦,❞,❡ ✹ ❛♣♣❡❧# (❡♥&❡✉, ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛(✐♦♥ ❡♥ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥✳
✸✻
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
❊♥ ❛&&♦❝✐❛♥( ✭✷✳✹✮ ❡( ✭✷✳✺✮✱ ✐❧ ❡&( ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥(,❡, -✉❡ ✿
< A >= I ✭✷✳✻✮
♦? I ❡&( ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞✬✐❞❡♥(✐(# ❞✬♦,❞,❡ ✹✳
@♦✉, ❧✬#(❛♣❡ ✜♥❛❧❡✱ ❧✬❤♦♠♦❣#♥#✐&❛(✐♦♥ ,❡♣♦&❡ &✉, ❞❡✉① ❤②♣♦(❤D&❡& ✿ σ✭①✮ ❞♦✐( E(,❡ ✉♥
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥(,❛✐♥(❡ &(❛(✐-✉❡♠❡♥( ❛❞♠✐&&✐❜❧❡ ✭❞✐✈✭σ✭①✮✮❂ ✵✮ -✉✐ ✈#,✐✜❡ ❧❡& ❝♦♥❞✐(✐♦♥&
❞❡ ❝♦♥(,❛✐♥(❡& ❤♦♠♦❣D♥❡& &✉, ∂V ❡( ε✭①✮ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ❝✐♥#♠❛(✐-✉❡♠❡♥(
❛❞♠✐&&✐❜❧❡ -✉✐ ✈#,✐✜❡ ❧❡& ❝♦♥❞✐(✐♦♥& ❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥& ❤♦♠♦❣D♥❡& &✉, ∂V ✳ ❊♥ ❛&&♦❝✐❛♥(
❧❡& #-✉❛(✐♦♥& ✭✷✳✶✮✭✷✳✷✮ ❡( ✭✷✳✹✮ (♦✉( ❡♥ ❛♣♣❧✐-✉❛♥( ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧✲▼❛♥❞❡❧✱ ✐❧ ❡&( ❛❧♦,&
♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ,❡❧✐❡, ❧❡& ❞✐✛#,❡♥(& ❝❤❛♠♣& ❧♦❝❛✉① ❡( ❣❧♦❜❛✉① ❛✉ (,❛✈❡,& ❞❡ ✿
Σ =< σ >V=< C : ε >V=< C : A : E >V=< C : A >V : E = C
hom : E ✭✷✳✼✮
▲❡ (❡♥&❡✉, ❤♦♠♦❣#♥#✐&# ❡&( ❞♦♥❝ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡& ❞✐✛#,❡♥(❡& ♣❤❛&❡& -✉✐ ❝♦♠♣♦&❡♥( ❧❡ ❱❊❘✳
❙❡❧♦♥ ❧✬✐❞#❡ -✉❡ ❝❤❛-✉❡ ♣❤❛&❡ ✐♥✢✉❡ #-✉✐(❛❜❧❡♠❡♥( &✉, ❧❡ ❝♦♠♣♦,(❡♠❡♥( ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ♠❛(#✲
,✐❛✉✱ ❧❡ ♣,♦❜❧D♠❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣#♥#✐&❛(✐♦♥ ❧✐♥#❛✐,❡ ❞✬✉♥ ♠❛(#,✐❛✉ T N ♣❤❛&❡& &✬❡①♣,✐♠❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐D,❡ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
Chom =
N∑
ϕ=1
fϕCϕ : Aϕ
✭✷✳✽✮
❛✈❡❝ Cϕ✱ Aϕ ❡( ❧❡& (❡♥&❡✉,& ,❡❧❛(✐❢& T ❧❛ ♣❤❛&❡ ϕ ❞✉ ♠❛(#,✐❛✉ ❡( fϕ &❛ ❢,❛❝(✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐-✉❡
❞❛♥& ❧❡ ❱❊❘✳
❉#(❡,♠✐♥❡, ❧✬❡①♣,❡&&✐♦♥ ❞❡& (❡♥&❡✉,& ❤♦♠♦❣#♥#✐&#& ,❡✈✐❡♥( ❞♦♥❝ T ❞#(❡,♠✐♥❡, ❝❡❧❧❡ ❞❡&
(❡♥&❡✉,& ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛(✐♦♥ -✉✐ ♣❡,♠❡((❡♥( ❞❡ ,❡❧✐❡, ❧❡& ❝❤❛♠♣& ♠✐❝,♦✲ ❡( ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡&✳
❉#✈❡❧♦♣♣#❡ ✐♥✐(✐❛❧❡♠❡♥( ♣♦✉, ❧❡& ♠❛(#,✐❛✉① ❝♦♠♣♦&✐(❡&✱ ❝❡((❡ ♠#(❤♦❞❡ ❛ ✈✉ ❛♣♣❛,❛W(,❡
❞❡ ♥♦♠❜,❡✉① ♠♦❞D❧❡& ❝♦♠♠❡ &♦❧✉(✐♦♥& T ❝❡ ♣,♦❜❧D♠❡✳
✷✳✶✳✷ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ ❞✉ ♣.♦❜❧0♠❡ ❞✬❤♦♠♦❣$♥$✐%❛)✐♦♥
✷✳✶✳✷✳✶ 7.♦❜❧0♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ ❞✬❊%❤❡❧❜②
❖♥ ❝♦♥&✐❞D,❡ T ♣,#&❡♥( -✉❡ ♥♦(,❡ ❱❊❘ ❡&( ❝♦♥&(✐(✉# ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥✜♥✐ ❡( ❤♦♠♦❣D♥❡ ▼✱
❧❛ ♠❛#$✐❝❡✱ ♣,#&❡♥(❛♥( ❞❡& ♣,♦♣,✐#(#& ♠#❝❛♥✐-✉❡& #❧❛&(✐-✉❡& ❧✐♥#❛✐,❡& Cm ❛✉ &❡✐♥ ❞✉-✉❡❧
❡&( ❞#❧✐♠✐(# ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ I✱ ❧✬✐♥❝❧✉+✐♦♥✱ ❞❡ ❢♦,♠❡ ❡❧❧✐♣&♦Y❞❛❧❡ ❡( ❞❡ ♣,♦♣,✐#(#& ♠#❝❛♥✐-✉❡&
#❧❛&(✐-✉❡& ❧✐♥#❛✐,❡& Ci✳ ▲✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡&( &♦✉♠✐& T ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥&
❤♦♠♦❣D♥❡ E (❡❧ -✉✬T ❧✬#❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❧❡& ❝❤❛♠♣& ❞❡ ❞#♣❧❛❝❡♠❡♥( u✱ ❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥&
ε ❡( ❞❡ ❝♦♥(,❛✐♥(❡& σ &♦♥( &♦❧✉(✐♦♥& ❞✉ ♣,♦❜❧D♠❡✳ ▲❛ ♣,#&❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ✐♥❞✉✐( ✉♥❡
♣❡,(✉,❜❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡& ❝❤❛♠♣& ❛✉ &❡✐♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ -✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉( ❡①♣,✐♠❡, ♣❛, ✿{
ε(x) = E + ε˜(x)
σ(x) = Σ + σ˜(x)
✭✷✳✾✮
♦? ε˜(x) ❡( σ˜(x) &♦♥( ❧❡& ♣❡,(✉,❜❛(✐♦♥& ❡♥ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ❡( ❝♦♥(,❛✐♥(❡ ♣,♦❞✉✐(❡& ♣❛, ❧✬✐♥❝❧✉✲
&✐♦♥✳ ❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ❤♦♠♦❣D♥❡ ❛✉ ❜♦,❞ ❞✉ ❱❊❘✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦,(❡♠❡♥(
✸✼
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
#❧❛&(✐-✉❡ ❞✉ ♠❛(#,✐❛✉ ♣❡✉( ❛❧♦,& &✬#❝,✐,❡ ✿{
σ(x) = Cm : (E + ε˜) ∀x ∈M
σ(x) = Ci : (E + ε˜) ∀x ∈ I ✭✷✳✶✵✮
❆✜♥ ❞❡ ,#&♦✉❞,❡ ❝❡ ♣,♦❜❧>♠❡✱ ❊&❤❡❧❜② ❬✶✼✵❪ ❛ ♣,♦♣♦&# ❞❡ ❝♦♥&✐❞#,❡, ✉♥ ♣,♦❜❧>♠❡ #-✉✐✲
✈❛❧❡♥( ♦G I ♥❡ &❡,❛✐( &♦✉♠✐& H ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥(,❛✐♥(❡ ♠❛✐& H ✉♥❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ❤♦♠♦❣>♥❡ ❧✐❜,❡
εL -✉✐ ,❡♣,#&❡♥(❡ ❧❛ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ -✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ &✉❜✐,❛✐( ❡♥ ❝❛& ❞✬❛❜&❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛(,✐❝❡✳
▲✬#(❛( ❞✬#-✉✐❧✐❜,❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣❡✉( K(,❡ ❡①♣,✐♠#❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐>,❡ &✉✐✈❛♥(❡ ✿{
σ(x) = Cm : (E + ε˜) ∀x ∈M
σ(x) = Cm : (E + ε˜− εL) ∀x ∈ I ✭✷✳✶✶✮
❊♥ &✉♣♣♦&❛♥( -✉❡ ❧❛ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ H ❧✬✐♥✜♥✐ ❡&( ♥♦♥✲❛✛❡❝(#❡ ♣❛, ❧❛ ♣,#&❡♥❝❡
❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣♦,( ♠❛❥❡✉, ❞✬❊&❤❡❧❜② ✈❡,& ❧❛ ,#&♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣,♦❜❧>♠❡ ❞✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ❛
#(# ❧✬#(❛❜❧✐&&❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ,❡❧❛(✐♦♥ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
ε˜ = Sesh : εL ✭✷✳✶✷✮
❛✈❡❝ Sesh ✉♥ (❡♥&❡✉, ❞✬♦,❞,❡ ✹ ❛♣♣❡❧#  ❡♥#❡✉% ❞✬❊#❤❡❧❜② ❬✶✼✶✱ ✶✼✷❪ -✉✐ ❞#♣❡♥❞ ❞❡&
♣,♦♣,✐#(#& ♠#❝❛♥✐-✉❡& ❡( ❞❡ ❧❛ ❣#♦♠#(,✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥✳
❙✐ ♦♥ ,❡❝♦♥&✐❞>,❡ ♠❛✐♥(❡♥❛♥( ❧❡ ❝❛& ♦G ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ❡&( ✉♥❡ ♣❤❛&❡ ❤#(#,♦❣>♥❡ H ❧❛ ♠❛(,✐❝❡✱
❧❛ &♦❧✉(✐♦♥ ❞✬❊&❤❡❧❜② ♣,#&❡♥(#❡ ❡♥ ✭✷✳✶✶✮ ❞♦✐( K(,❡ ❝♦❤#,❡♥(❡ ❛✈❡❝ ❧❡& #-✉❛(✐♦♥& ❣#♥#,❛❧❡&
♣,#&❡♥(#❡& ❡♥ ✭✷✳✶✵✮ ❝❡ -✉✐ ❝♦♥❞✉✐( ❛✉① #❣❛❧✐(# &✉✐✈❛♥(❡& ✿
σ(x) = Ci : εi = C
m : (E + ε˜− εL) ✭✷✳✶✸✮
▲❡ ❞#✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥( ❞❡ ❝❡((❡ #❣❛❧✐(# ❛♠>♥❡ H ♣♦✉✈♦✐, #(❛❜❧✐, ✉♥❡ ,❡❧❛(✐♦♥ ❡♥(,❡ ❧❡& ❝❤❛♠♣&
❞❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥& ♠✐❝,♦✲ ❡( ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡& (❡❧❧❡ -✉❡ ✿
ε =
[
I+ Pi : (Ci − Cm)]−1 : E ✭✷✳✶✹✮
❛✈❡❝ Pi ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞✬♦,❞,❡ ✹ ❛♣♣❡❧# (❡♥&❡✉, ❞❡ ♣♦❧❛,✐&❛(✐♦♥ ♦✉ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❍✐❧❧ ,❡❧❛(✐❢ H
❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ i ❡( ❞♦♥( ❧✬❡①♣,❡&&✐♦♥ ❡&( ❧✐#❡ ❛✉ (❡♥&❡✉, ❞✬❊&❤❡❧❜② ♣❛, ❧❛ ,❡❧❛(✐♦♥ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
Sesh = Cm : Pi✳ ■❧ ❞#♣❡♥❞,❛ ❞♦♥❝ #❣❛❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ❣#♦♠#(,✐❡ ❡( ❞❡ ❧✬♦,✐❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ❛✐♥&✐ -✉❡ ❞❡& ♣,♦♣,✐#(#& ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ,#❢#,❡♥❝❡ Cm✳
❊♥ ✐❞❡♥(✐✜❛♥( ❧✬#-✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ❛✈❡❝ ❧✬#-✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✺✮✱ ❧✬❡①♣,❡&&✐♦♥ ❞✉ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛(✐♦♥
A ❡&( ❧❛ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
Ai =
[
I+ Pi : (Ci − Cm)
]−1
✭✷✳✶✺✮
✷✳✶✳✷✳✷ ▲❡ %❝❤(♠❛ ❞✐❧✉( ❞✬❊%❤❡❧❜②
❈❡ &❝❤#♠❛ ❡&( ✉♥❡ ❣#♥#,❛❧✐&❛(✐♦♥ ❞✉ ♣,♦❜❧>♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ✉♥✐-✉❡ ❞✬❊&❤❡❧❜② ❛✉ ❝❛& ❞✬✉♥
❱❊❘ ❝♦♥&(✐(✉# ❞✬✉♥❡ ♠❛(,✐❝❡ ✐♥✜♥✐❡ #❧❛&(✐-✉❡ ❧✐♥#❛✐,❡ ❞❡ (❡♥&❡✉, Cm ❛✉ &❡✐♥ ❞❡ ❧❛-✉❡❧❧❡
&♦♥( ♥♦②#❡& ◆ ❢❛♠✐❧❧❡& ❞✬✐♥❝❧✉&✐♦♥&✳ X♦✉, ❝❤❛-✉❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐✱ ❧❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥& ♣,#&❡♥(❡♥( ❧❡&
♠K♠❡& ❣#♦♠#(,✐❡ ❡( ♦,✐❡♥(❛(✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡♥&✐(# ❞❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥& ❡&( &✉✣&❛♠♠❡♥( ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉,
✸✽
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
❝♦♥&✐❞#,❡, -✉✬❡❧❧❡& ♥✬✐♥(❡,❛❣✐&&❡♥( ♣❛& ❡♥(,❡ ❡❧❧❡& ❝❡ -✉✐ ♣❡,♠❡( ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐, ❝❡ ♣,♦❜❧6♠❡
❝♦♠♠❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♣,#❝#❞❡♥(✳ ❙♦✉& ❝❡& ❝♦♥❞✐(✐♦♥&✱ ✐❧ ❡&( ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬#(❛❜❧✐, ♣♦✉, ❝❤❛-✉❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉&✐♦♥& ❧✬❡①♣,❡&&✐♦♥ ❞✉ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛(✐♦♥ ❡♥ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
Adil =
[
I+ Pi : (Ci − Cm)]−1 ✭✷✳✶✻✮
❊♥ ✐♥(#❣,❛♥( ❝❡((❡ ❡①♣,❡&&✐♦♥ C ❧✬#-✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✽✮✱ ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞✬#❧❛&(✐❝✐(# ❤♦♠♦❣#♥#✐&# &❡❧♦♥
❧❡ &❝❤#♠❛ ❞✐❧✉# ❞✬❊&❤❡❧❜② &✬#❝,✐( ✿
Chomdil = C
m +
N∑
i=1
fi(C
i − Cm) : [I+ Pi : (Ci − Cm)]−1 ✭✷✳✶✼✮
◆#❣❧✐❣❡, ❧✬✐♥(❡,❛❝(✐♦♥ ❡♥(,❡ ❧❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥& ♣❡,♠❡( ❞✬❛❜♦✉(✐, C ✉♥ &❝❤#♠❛ -✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉(
❢❛❝✐❧❡♠❡♥( ♠❡((,❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ❙♦♥ ✉(✐❧✐&❛(✐♦♥ ,❡&(❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥( (,6& ,❡&(,❡✐♥(❡ C ❝❛✉&❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✐(✐♦♥ &✉, ❧❛ ❢,❛❝(✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐-✉❡✳
✷✳✶✳✷✳✸ ▲❡ &❝❤)♠❛ ❞❡ ▼♦/✐✲❚❛♥❛❦❛
❈❡ &❝❤#♠❛ ❡&( ✉♥❡ ❡①(❡♥&✐♦♥ ❞✉ &❝❤#♠❛ ❞✐❧✉# ❞✬❊&❤❡❧❜② ♣❛, ❧❛ ♣,✐&❡ ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❞❡
❧✬✐♥(❡,❛❝(✐♦♥ ❡♥(,❡ ❧❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥&✳ ■❧ ❝♦♥&✐❞6,❡ #❣❛❧❡♠❡♥( -✉❡ ❧❡ ❱❊❘ ❡&( ❝♦♥&(✐(✉# ❞✬✉♥❡
♠❛(,✐❝❡ ✐♥✜♥✐❡ #❧❛&(✐-✉❡ ❧✐♥#❛✐,❡ ❝❛,❛❝(#,✐&#❡ ♣❛, ❧❡ (❡♥&❡✉, Cm ❛✉ &❡✐♥ ❞❡ ❧❛-✉❡❧❧❡ &♦♥(
♥♦②#❡& ◆ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉&✐♦♥& ❡❧❧✐♣&♦M❞❛❧❡& ❞❡ ♠N♠❡ ♦,✐❡♥(❛(✐♦♥ ❡( ❞❡ (❡♥&❡✉, ❞✬#❧❛&(✐❝✐(#
Cr ✭,❂✶✱✷✱✳✳✱◆✮✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛#,❡♥❝❡ ❞✉ &❝❤#♠❛ ❞✐❧✉#✱ ♦♥ ❝♦♥&✐❞6,❡ ✐❝✐ -✉❡ ❧❛ ♠❛(,✐❝❡ ♥✬❡&( ♣❧✉&
&♦✉♠✐&❡ C ✉♥❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❊ ♠❛✐& C ✉♥❡ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ E0 -✉✬✐❧ &✬❛❣✐,❛ ❞❡
❞#(❡,♠✐♥❡,✳
R♦✉, ❝❤❛-✉❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ "✱ ❧❛ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥& ❡&( ❡①♣,✐♠#❡
♣❛, ✿
εr = [I+ Pr : (Cr − Cm)]−1 : E0 ✭✷✳✶✽✮
▲✬❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,6❣❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❁ε❃❂❊ ♣❡,♠❡( ❛❧♦,& ❞✬#(❛❜❧✐, ✿
E0 =
[
fmI+
N∑
s=1
fs [I+ P
s : (Cs − Cm)]−1
]
: E ✭✷✳✶✾✮
❡( ❞✬❡♥ ❞#❞✉✐,❡ ♣♦✉, ❧❛ rie`me ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉&✐♦♥& ✉♥❡ ❡&(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡ &♦♥ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❧♦❝❛❧✐✲
&❛(✐♦♥ ❡♥ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ &❡❧♦♥ ❧❡ &❝❤#♠❛ ❞❡ ▼♦,✐✲❚❛♥❛❦❛ ❬✶✼✸✱ ✶✼✹❪ ✿
AMT = A
r :
[
fmI+
N∑
s=1
fsA
s
]−1
✭✷✳✷✵✮
❊♥ ✐♥(#❣,❛♥( ❝❡((❡ ❡①♣,❡&&✐♦♥ C ❧✬#-✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✽✮✱ ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞✬#❧❛&(✐❝✐(# ❤♦♠♦❣#♥#✐&# &❡❧♦♥
❧❡ &❝❤#♠❛ ❞❡ ▼♦,✐✲❚❛♥❛❦❛ &✬#❝,✐( ✿
ChomMT = C
m +
N∑
r=1
fr
[
(Cr − Cm)−1 + Pr]−1 :
[
fmI+
N∑
s=1
fsA
s
]−1
✭✷✳✷✶✮
✸✾
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
❛✈❡❝ As = [I+ Ps : (Cs − Cm)]−1 ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉&✐♦♥& ❞❡
♣❤❛&❡  ✳ ▼7♠❡ &✐ ❝❡ &❝❤#♠❛ ♣,❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❧✬✐♥(❡,❛❝(✐♦♥ ❡♥(,❡ ❧❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥&✱ ✐❧ ♥❡ (✐❡♥(
♣❛& ❝♦♠♣(❡ ❞❡ ❧❡✉, ,#♣❛,(✐(✐♦♥ &♣❛(✐❛❧❡ ❬✶✼✺❪✳
>♦✉, ❝❡((❡ #(✉❞❡ ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ❞❡ ▼♦,✐✲❚❛♥❛❦❛ ❛ #(# ❝❤♦✐&✐ ❛✜♥ ❞❡ &✬✐♥&❝,✐,❡ ❞❛♥& ❧❛ ❝♦♥(✐♥✉✐(#
❞❡& #(✉❞❡& ❡①✐&(❛♥(❡& &✉, ❧❡ (✐&&✉ ♦&&❡✉① ❬✼✱ ✶✼✻✱ ✶✼✼❪✳ ▲❛ ❞#(❡,♠✐♥❛(✐♦♥ ❞✉ (❡♥&❡✉, ❞✬#❧❛&✲
(✐❝✐(# ♣,#&❡♥(# G ❧✬#-✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ &❡❧♦♥ ❝❡ &❝❤#♠❛ ,❡✈✐❡♥( G ❞#(❡,♠✐♥❡, ❧✬❡①♣,❡&&✐♦♥ ❞✉
(❡♥&❡✉, ❞❡ ❍✐❧❧ -✉✐ ❞#♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ ❡( ❞❡ ❧✬♦,✐❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥&✳ ❈❡❝✐ ❡&( ❧✬♦❜❥❡❝(✐❢
❞❡ ❧❛ &❡❝(✐♦♥ &✉✐✈❛♥(❡✳
✷✳✶✳✸ ❉%&❡(♠✐♥❛&✐♦♥ ❞✉ &❡♥0❡✉( ❞❡ ❍✐❧❧ ♣♦✉( ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐0♦&(♦♣❡ &(❛♥0✈❡(0❡
✷✳✶✳✸✳✶ ❈❛0 ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉0✐♦♥ 0♣❤%(♦9❞❛❧❡
▲❛ ❢♦,♠❡ ❡❧❧✐♣&♦O❞❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ❡&( ❞#✜♥✐❡ ❞❛♥& ❧❡ ,❡♣?,❡ ♣,✐♥❝✐♣❛❧ ✭ ~e1✱~e2✱~e3✮ ♣❛, ❧❛
,❡❧❛(✐♦♥ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
x1
a2
+
x2
b2
+
x3
c2
≤ 1
✭✷✳✷✷✮
❖♥ ❞#✜♥✐( ❛❧♦,& ❧❡ (❡♥&❡✉, ❝❛,❛❝(#,✐&(✐-✉❡ ❞❡ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❡( ❧✬♦,✐❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡((❡ ✐♥❝❧✉&✐♦♥
♣❛, ✿
Z = ae¯1 ⊗ e¯1 + be¯2 ⊗ e¯2 + ce¯3 ⊗ e¯3 ✭✷✳✷✸✮
❛✈❡❝ ❛✱ ❜ ❡( ❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉, ❞❡& ❞❡♠✐✲❛①❡& ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣&♦O❞❡ ✭✜❣✉,❡ ✷✳✶✭❛✮✮✳ >❛, ❝♦♥✈❡♥(✐♦♥✱
♥♦✉& ♣,❡♥❞,♦♥& ❧✬♦,✐❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ~e3 ❝♦♠♠❡ ❛①❡ ❞❡ ,#✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ❝❡ -✉✐ ✐♠♣❧✐-✉❡
❛❂❜ ❡( ♥♦✉& ✐♥(,♦❞✉✐,♦♥& ω❂ c
a
❧❡ ,❛♣♣♦,( ❞✬❛&♣❡❝( ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥✳ ❈❡((❡ ❞❡,♥✐?,❡ &❡,❛
❞♦♥❝ ✉♥❡ &♣❤?,❡ &✐ ω❂✶✱ ✉♥ &♣❤#,♦O❞❡ ❛♣❧❛(✐ &✐ ω❁✶ ♦✉ ❛❧❧♦♥❣# &✐ ω❃✶✳
▲❛ ❞#(❡,♠✐♥❛(✐♦♥ ❞✉ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❍✐❧❧ ❡&( ❞#(❡,♠✐♥#❡ ♣❛, ✐♥(#❣,❛(✐♦♥ &✉, ❧❛ &♣❤?,❡ ✉♥✐(#
❝❡♥(,#❡ G ❧✬♦,✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡&♣❛❝❡ ✭ξ1✱ξ2✱ξ3✮ ❞#✜♥✐❡ ♣❛, |ξ|❂✶ ❬✶✼✽❪ ✿
P =
❞❡((Z)
4π
∫
|ξ|=1
H(ξ¯)|Z|−3dS(ξ)
✭✷✳✷✹✮
❛✈❡❝
H(ξ¯) = ξi[K
m(ξ)]−1ξq|(ij)(pq) ❡( Km(ξ) = Cmijpqξjξp ✭✷✳✷✺✮
♦X |(ij)(pq) ❞#&✐❣♥❡ ❧❛ &②♠#(,✐&❛(✐♦♥ ♣❛, ,❛♣♣♦,( ❛✉① ❝♦✉♣❧❡& (i, j) ❡( (p, q) ❡( Km(ξ) ❧❡
(❡♥&❡✉, ❛❝♦✉&(✐-✉❡ -✉✐ &✬❡①♣,✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡& ♣,♦♣,✐#(#& ♠#❝❛♥✐-✉❡& ❞❡ ❧❛ ♠❛(,✐❝❡ ❞✉
♠❛(#,✐❛✉✳ ❙♦✉& ❧❛ ❢♦,♠❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡✱ ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❍✐❧❧ &❡ ♣,#&❡♥(❡ &♦✉& ❧❛ ❢♦,♠❡ &✉✐✈❛♥(❡
❬✶✼✾✱ ✶✽✵❪ ✿
Pijpq =
ωa3
4π
∫
|ξ|=1
ξi[K
m(ξ)]−1ξq|(ij)(pq)[√
a2(ξ21 + ξ
2
2 + ω
2ξ23)
]3dS(ξ)
✭✷✳✷✻✮
❯♥❡ #✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❛♥❛❧②(✐-✉❡ ❞❡ P ❡&( ♣♦&&✐❜❧❡ ❡♥ ❡✛❡❝(✉❛♥( ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥& ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡ ❲❛❧♣♦❧❡
❬✶✽✶❪✱ ❜❛&❡ ❝♦♥&(✐(✉#❡ ♣❛, ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ✻ (❡♥&❡✉,& ❞✬♦,❞,❡ ✹ ✭E1✱E2✱E3✱E4✱E5✱E6✮ ❞#✜♥✐&
❞❛♥& ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳ ❉❛♥& ❝❡((❡ ❜❛&❡✱ ♦♥ ♥♦(❡ ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❍✐❧❧ ❞❡ ♠❛♥✐?,❡ ❣#♥#,❛❧❡ ❝♦♠♠❡
&✉✐( ❬✶✼✺❪ ✿
P = (2kp, n, 2µp, 2µn, l, l) ✭✷✳✷✼✮
✹✵
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
♦4 kp ❡&( ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣,❡&&✐♦♥✱ n ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛①✐❛❧ &♦✉& ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥& ❛①✐❛❧❡&✱ µp ❡(
µn ❧❡& ♠♦❞✉❧❡& ❞❡ ❝✐&❛✐❧❧❡♠❡♥( ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ ❡( (,❛♥&✈❡,&❡ ❡( l ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝,♦✐&#✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②(✐-✉❡ ❞❡ ❝❡& ❝♦♠♣♦&❛♥(❡& ❝♦♥❞✉✐( <✱ &❡❧♦♥ ❬✶✼✺❪✱ ✿


2kp =
[7J(ω)− 2ω2 − 4ω2J(ω)]µm + 3[J(ω)− 2ω2 + 2ω2J(ω)]km
4(1− ω2)µm(4µm + 3km)
n =
[6− 5J(ω)− 8ω2 + 8ω2J(ω)]µm + 3[J(ω)− 2ω2 + 2ω2J(ω)]km
2(1− ω2)µm(4µm + 3km)
2µp =
[15J(ω)− 2ω2 − 12ω2J(ω)]µm + 3[3J(ω)− 2ω2]km
8(1− ω2)µm(4µm + 3km)
2µn =
2[4− 3J(ω)− 2ω2]µm + 3[2− 3J(ω) + 2ω2 − 3ω2J(ω)]km
4(1− ω2)µm(4µm + 3km)
l =
[µm + 3km][−J(ω) + 2ω2 − 2ω2J(ω)]
4(1− ω2)µm(4µm + 3km)
✭✷✳✷✽✮
♦4 ❏ ❡&( ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ -✉✐ ❞#♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❣#♦♠#(,✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ✿
J(ω) =


ω
[
❛,❝❝♦&(ω)− ω√1− ω2]
(1− ω2) 32 &✐ ω < 1 ✭❡❧❧✐♣&♦H❞❡ ❛♣❧❛(✐✮
2
3
&✐ ω = 1 ✭&♣❤I,❡✮
ω
[
ω
√
1− ω2 − ❝♦&❤−1(ω)]
(1− ω2) 32 &✐ ω > 1 ✭❡❧❧✐♣&♦H❞❡ ❛❧❧♦♥❣#✮
✭✷✳✷✾✮
✷✳✶✳✸✳✷ ❈❛& ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ❝②❧✐♥❞1✐2✉❡
❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ❝②❧✐♥❞,✐-✉❡ < ❜❛&❡ ❡❧❧✐♣(✐-✉❡✱ ♥♦✉& &✉♣♣♦&❡,♦♥& -✉❡ ❝ (❡♥❞ ✈❡,&
❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❛ ,❡❧❛(✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮ ❞❡✈✐❡♥( ❛❧♦,& ✿
x1
a2
+
x2
b2
+ ≤ 1
✭✷✳✸✵✮
❊♥ &✉✐✈❛♥( ❧❡ ,❛✐&♦♥♥❡♠❡♥( ♣,#&❡♥(# ❞❛♥& ❧❛ &❡❝(✐♦♥ ♣,#❝#❞❡♥(❡✱ ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❍✐❧❧ ♣♦✉, ❞❡&
✐♥❝❧✉&✐♦♥& ❝②❧✐♥❞,✐-✉❡& ❡&( ❞#(❡,♠✐♥# ♣❛, ✐♥(#❣,❛(✐♦♥ &✉, ❧❡ ❝❡,❝❧❡ ✉♥✐(# ❝❡♥(,# < ❧✬♦,✐❣✐♥❡
❞❡ ❧✬❡&♣❛❝❡ ✭ξ1✱ξ2✱✵✮ ❡( &❛ ❢♦,♠❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥( ✿
Pijpq =
α
2π
∫
|ξ¯|=1
ξi[K
m(ξ¯)]−1ξq|(ij)(pq)
ξ21 + α
2ξ22
dS(ξ)
✭✷✳✸✶✮
❛✈❡❝ α❂ b
a
❧❡ ,❛♣♣♦,( ❞✬❛&♣❡❝( ❞❡ ❧❛ &❡❝(✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉&✐♦♥ ♦4 ❛ ❡( ❜ &♦♥( ,❡&♣❡❝(✐✈❡♠❡♥(
❧❡& ♣❡(✐( ❡( ❣,❛♥❞ ,❛②♦♥& ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣&❡ ✭✜❣✉,❡ ✷✳✶✭❜✮✮✳ ❊♥ (❡♥❛♥( ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❧❛ ,I❣❧❡ ❞❡
&②♠#(,✐&❛(✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❬✶✼✾✱ ✶✽✷❪ ✿
Pijpq =
1
4
(
Mmijpq(ξ¯) +M
m
jipq(ξ¯) +M
m
ijqp(ξ¯) +M
m
jiqp(ξ¯)
)
✭✷✳✸✷✮
✹✶
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
❛✈❡❝ ▼ ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞#✜♥✐ ♣❛, ✿
Mmijpq(ξ¯) =
α
2π
∫
|ξ¯|=1
ξi
[
Km(ξ¯)
]−1
jp
ξq
ξ21 + α
2ξ22
✭✷✳✸✸✮
♦< Km ❡&( ❧❡ (❡♥&❡✉, ❛❝♦✉&(✐-✉❡✳
▲✬✐&♦(,♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛(,✐❝❡ ❞✉ ♠❛(#,✐❛✉ ♣❡,♠❡( ❞✬#❝,✐,❡ &❡& ♣,♦♣,✐#(#& ♠#❝❛♥✐-✉❡& ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐>,❡ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
Cm = 3kmJ+ 2µmK ✭✷✳✸✹✮
❛✈❡❝ km ❡( µm ❧❡& ♠♦❞✉❧❡& ❞❡ ❝♦♠♣,❡&&✐♦♥ ❡( ❞❡ ❝✐&❛✐❧❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ♠❛(,✐❝❡ ❡( J ❡( K ❧❡&
♣❛,(✐❡& &♣❤#,✐-✉❡ ❡( ❞#✈✐❛(♦,✐-✉❡ ❞✉ (❡♥&❡✉, ❞✬✐❞❡♥(✐(# ❞✬♦,❞,❡ -✉❛(,❡ I (❡❧ -✉❡ I❂J✰K✳
❆❧♦,& ❧✬✐♥✈❡,&❡ ❞✉ (❡♥&❡✉, ❛❝♦✉&(✐-✉❡ &✬#❝,✐( ✿
[
Km(ξ¯)
]−1
=
1
µm|ξ|2
(
|ξ|2I¯ −
(
3km + µm
3km + 4µm
)
ξ¯ ⊗ ξ¯
)
✭✷✳✸✺✮
❊♥ ✐♥(#❣,❛♥( ❧✬#-✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✸✺✮ ❞❛♥& ❧✬#-✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✸✸✮✱ ❧❡ (❡♥&❡✉, M ❞❡✈✐❡♥( ✿
Mijpq(ξ¯) =
α
2π
∫
|ξ¯|=1
ξiδjpξq
µm (ξ21 + α
2ξ22)
− 3k
m + µm
µm(3km + 4µm)
ξiξjξpξq
(ξ21 + α
2ξ22)
dS(ξ¯)
✭✷✳✸✻✮
▲❡ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❍✐❧❧ ♣,#&❡♥(❡ ❞❡& ❝♦♠♣♦&❛♥(❡& ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✉ (❡♥&❡✉, ▼ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ &✉✐✲
✈❛♥(❡ ✿
P = (M1111 +M1122,M3333,M1111 −M1122, 1
2
(M2332 +M3223 + 2M2323),M1133,M1133)
✭✷✳✸✼✮
❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥& ❝②❧✐♥❞,✐-✉❡&✱ ❧❛ ,#&♦❧✉(✐♦♥ ❛♥❛❧②(✐-✉❡ ❞❡& ❞✐✛#,❡♥(❡& ✐♥(#❣,❛❧❡&
❝♦♥❞✉✐( ❛✉① ❡①♣,❡&&✐♦♥& &✉✐✈❛♥(❡& ❞❡& ❝♦♠♣♦&❛♥(❡& ❞✉ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❍✐❧❧ ❞❛♥& ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡
❲❛❧♣♦❧❡ ✿ 

2kp =
α
1 + α
3
3km + 4µm
n = 0
2µp =
α
(1 + α)2
3km + µm(3α + 4)
µm(3km + 4µm)
2µn =
1
1 + α
1
2µm
l = 0
✭✷✳✸✽✮
✹✷
Chom
Chom = (2khomp , n
hom, 2µhomp , 2µ
hom
n , l
hom, lhom)
Chom
C1111 = k
hom
p + µ
hom
p C1122 = k
hom
p − µhomp
C2323 = µ
hom
n C3333 = n
hom C1133 = l
hom
l
t
El = n
hom − (l
hom)2
khomp
Et =
4µhomp k
hom
p El
khomp El + n
homµhomp
El =
9kmµm(1− f)
3km + µm
Et =
18kmµm(1− f)(3km + µm)
9fkm(3km + 4µm) + 2(3km + µm)2
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
❊♥ ❝♦♥&✐❞#,❛♥( ❧❛ ♠5♠❡ ❤②♣♦(❤7&❡ ❞❡& ✈✐❞❡& ❝②❧✐♥❞,✐-✉❡& 9 ❜❛&❡ ❝✐,❝✉❧❛✐,❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡&
❝♦♠♣♦&❛♥(❡& ❞✉ (❡♥&❡✉,& ❞✬#❧❛&(✐❝✐(# Chom ❞♦♥♥❡ ✿

C1111 = C2222 =
µm(1− f)(3km + µm)(2f + 1)(3km + 4µm)
(3µm + fµm + 3fkm)(3km + µm + 3fkm + 7fµm)
C1122 =
µm(1− f)(3km + µm)(3km − 2µm + 6fµm)
(3µm + fµm + 3fkm)(3km + µm + 3fkm + 7fµm)
C1133 = C2233 =
µm(3km − 3fkm − 2µm + 2fµm)
3µm + fµm + 3fkm
C3333 = −µ
m(−3km − 6fkm − 4µm + 4fµm + 9f 2km)
3µm + fµm + 3fkm
C2323 = C1313 =
2µm(1− f)
1 + f
C1212 = −µ
m(−3km − 6fkm − 4µm + 4fµm + 9f 2km)
3km + µm + 3fkm + 7fµm
✭✷✳✹✹✮
✷✳✶✳✸✳✹ ❏✉'(✐✜❝❛(✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ❛✈❡❝ ✐♥❝❧✉'✐♦♥' ❝②❧✐♥❞6✐7✉❡' ♣♦✉6 ❧✬♦' ❤✉♠;✲
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▲❡ ♠♦❞7❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣#♥#✐&❛(✐♦♥ ❛♣♣❧✐-✉# 9 ❧✬♦& ❝♦,(✐❝❛❧ ♥#❝❡&&✐(❡✱ ❞❛♥& &❛ ♠✐&❡ ❡♥ #-✉❛(✐♦♥
✐♥✐(✐❛❧❡✱ -✉❛(,❡ ♣❛,❛♠7(,❡& -✉❡ &♦♥( ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬#❧❛&(✐❝✐(# ✭❊m✮ ❡( ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ D♦✐&&♦♥
✭νm✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛(,✐❝❡ ♦&&❡✉&❡✱ ❧❡ (❛✉① ❞❡ ♣♦,♦&✐(# ✐♥✐(✐❛❧❡ ❞✉ (✐&&✉ ✭f✮ ❡( ❧❡ ,❛♣♣♦,( ❞✬❛&♣❡❝(
✭ω✮ ❛((,✐❜✉# ❛✉① ✐♥❝❧✉&✐♦♥& &✉♣♣♦&#❡& &♣❤#,♦F❞❛❧❡&✳ ❆✜♥ ❞❡ ❥✉&(✐✜❡, ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡
❞❡& ✐♥❝❧✉&✐♦♥&✱ ✉♥❡ #(✉❞❡ ❛♥❛❧②(✐-✉❡ ❡&( ,#❛❧✐&#❡ ♣❛, ❝♦♠♣❛,❛✐&♦♥ ❞❡& ♠♦❞✉❧❡& ❞✬#❧❛&(✐❝✐(#
♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡& ❡&(✐♠#& ❞❛♥& ❧❡& ❞✐,❡❝(✐♦♥& ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧❡ ✭❊
num
L ✮ ❡( (,❛♥&✈❡,&❡ ✭❊
num
T ✮ ❛✈❡❝
❝❡✉① ♠❡&✉,#& &✉, ❞❡& #♣,♦✉✈❡((❡& ♣,#❧❡✈#❡& ❞✬✉♥ ♠5♠❡ ❤✉♠#,✉& ❧♦,& ❞✬❡&&❛✐& ❞❡ (,❛❝(✐♦♥
❡( ❝♦♠♣,❡&&✐♦♥ ✭✈♦✐, ❧❡ ❝❤❛♣✐(,❡ &✉✐✈❛♥( ♣♦✉, ♣❧✉& ❞❡ ❞#(❛✐❧&✮✳ ▲❡& ❣,❛♥❞❡✉,& ♠❡&✉,#❡&
&♦♥( ❧❛ ♠❛&&❡ ✈♦❧✉♠✐-✉❡ ❞❡& #♣,♦✉✈❡((❡& 9 ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣,✐♥❝✐♣❡ ❞✬❆,❝❤✐♠7❞❡ 9 ♣❛,(✐, ❞❡
❧❡✉,& ♠❛&&❡& ❞❛♥& ❧✬❛✐, ✭mair✮ ♣✉✐& ❞❛♥& ❧✬❡❛✉ ✭meau✮ ❡( ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠♦②❡♥ ❞❡
✷✶ ✸✵✺ ▼D❛ ❡( ❞❡ ✶✷ ✸✻✺ ▼D❛ ❞❛♥& ❧❡& ❞✐,❡❝(✐♦♥& ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧❡ ✭❊L✮ ❡( (,❛♥&✈❡,&❡ ✭❊T ✮
❞❡ ❧✬♦&✳
D♦✉, ❧✬#(✉❞❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ D♦✐&&♦♥ νm ♥✬❡&( ♣❛& #(✉❞✐# ❡( ✜①# 9 ✵✳✸ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ,❡(,♦✉✈❡
❢,#-✉❡♠♠❡♥( ❞❛♥& ❧❡& ♠♦❞#❧✐&❛(✐♦♥& ❞✬♦& ❧♦♥❣& ❬✶✺✸✱ ✶✺✹✱ ✶✺✻❪✳ ▲❡✉, (❛✉① ❞❡ ♣♦,♦&✐(# f
❡&( ❝❛❧❝✉❧# 9 ♣❛,(✐, ❞❡ ❧❡✉, ❞❡♥&✐(# ,❡❧❛(✐✈❡ ❞r ✿
f = 1− dr = 1− mair −meau
V × ρeau ✭✷✳✹✺✮
❛✈❡❝ ❱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬#♣,♦✉✈❡((❡ ❡( ρeau ❧❛ ♠❛&&❡ ✈♦❧✉♠✐-✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✭✶✵
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❑❣✳♠
−3
✮✳ ▲❡✉,&
(❛✉① #(❛✐❡♥( ❝♦♠♣,✐& ❡♥(,❡ ✶ ❡( ✹✳✺✪ ♣♦✉, ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✳✻✪✱ ✈❛❧❡✉, -✉❡ ♥♦✉& ❝♦♥&❡,✲
✈❡,♦♥& ♣♦✉, ❧❛ &✉✐(❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛,❛❣,❛♣❤❡✳ D♦✉, ❧❛ &✉✐(❡✱ ❊m ❡&( ❝♦♥&✐❞#,# ❡♥(,❡ ✶✺ ✵✵✵ ❡(
✷✺ ✵✵✵ ▼D❛ ♣❛, ♣❛& ❞❡ ✶✵✵ ▼D❛ ❡( ω ❡♥(,❡ ✶✳✵✵✶ ❡( ✶✵✵ ♣❛, ♣❛& ❞❡ ✶✳ D♦✉, ❝❤❛-✉❡ ❥❡✉ ❞❡
♣❛,❛♠7(,❡& ❡&( ❝❛❧❝✉❧#❡ ✉♥❡ ❡,,❡✉, ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡&(✐♠❛(✐♦♥ ✭ξ✮ ❡♥ &❡ ❜❛&❛♥( &✉, ❧❛ ♠#(❤♦❞❡
❞❡& ♠♦✐♥❞,❡& ❝❛,,#❡& ✿
ξ =
(EnumL − EL)2 + (EnumT − ET )2
2
✭✷✳✹✻✮
✹✹
m ω
m ω m
ω
ξ
ω
α
ξ
m
4
ω
m ω
20 40 60 80 100
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ω
ξ
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ψ
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
(❡♠♣#,❛(✉,❡ ❝♦♥&(❛♥(❡✳ ❊❧❧❡ &✬❡①♣,✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ E ❡(
❧❡ (❛✉① ❞❡ ♣♦,♦&✐(# d ❝♦♥&✐❞#,# ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ✿
ψ =
1
2
E : Chom(d) : E ✭✷✳✹✼✮
♦@ Chom(d) ❡&( ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞✬#❧❛&(✐❝✐(# ❞✉ ♠❛(#,✐❛✉ ❡&(✐♠# ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ &♦♥ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡✲
♠❡♥( B ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ &❝❤#♠❛ ❞✬❤♦♠♦❣#♥#✐&❛(✐♦♥ ❧✐♥#❛✐,❡ ❞❡ ▼♦,✐ ❚❛♥❛❦❛ ✿
Chom(d) = C(m) + d(C(p) − C(m)) : Ap :
(
(1− d)I+ dAp
)−1
✭✷✳✹✽✮
❡( Ap ❧❡ (❡♥&❡✉, ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛(✐♦♥ ❡♥ ❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ ✿
Ap =
[
I+ P(p) : (C(p) − C(m))
]−1
✭✷✳✹✾✮
❉✬❛♣,H& ❧❛ ♣,❡♠✐H,❡ ❧♦✐ ❞✬#(❛(✱ ✐❧ ❡&( ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬❡①♣,✐♠❡, ❧❛ ❝♦♥(,❛✐♥(❡ ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ Σ
♣❛, ❞#,✐✈❛(✐♦♥ ❞❡ ψ ♣❛, ,❛♣♣♦,( B E ✿
Σ =
∂ψ
∂E
= Chom(d) : E ✭✷✳✺✵✮
❡( ❧❛ &❡❝♦♥❞❡ ❧♦✐ ❞✬#(❛( ♣❡,♠❡( ❞✬✐♥(,♦❞✉✐,❡ ❧❛ ❢♦,❝❡ (❤❡,♠♦❞②♥❛♠✐-✉❡ ❛&&♦❝✐#❡ B ❞ -✉✐
&✬♦❜(✐❡♥( ♣❛, ❞#,✐✈❛(✐♦♥ ❞❡ ψ ♣❛, ,❛♣♣♦,( B ❞ ✿
F d = −∂ψ
∂d
= −1
2
E :
∂Chom(d)
∂d
: E ✭✷✳✺✶✮
F d ,❡♣,#&❡♥(❡ ✉♥ (❛✉① ❞❡ ,❡&(✐(✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬#♥❡,❣✐❡ ❝✬❡&( B ❞✐,❡ ❧✬#♥❡,❣✐❡ ❛&&♦❝✐#❡ B ❧❛
❞#❢♦,♠❛(✐♦♥ &✉❜✐❡ ♣❛, ❧❡& ♣♦,♦&✐(#&✳ ❖♥ ,❡♠❛,-✉❡ -✉❡ &♦♥ ❡①♣,❡&&✐♦♥ ♣,#&❡♥(❡ ✉♥❡
,❡&&❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♠♣♦,(❛♥(❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ -✉❡ ❧✬♦♥ ,❡(,♦✉✈❡ ❤❛❜✐(✉❡❧❧❡♠❡♥( ❡♥ ♠#❝❛♥✐-✉❡
❧✐♥#❛✐,❡ ❞❡ ❧❛ ,✉♣(✉,❡ ♦@ ❧✬❛✐,❡ ❞❡ ❧❛ ✜&&✉,❡ ❡&( ♣❧✉& ❣#♥#,❛❧❡♠❡♥( ❝♦♥&✐❞#,#❡ B ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉
(❛✉① ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞✳
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥( ♠❛✐♥(❡♥❛♥( ❞❡ ♣,#&❡♥(❡, ❧❡& #❧#♠❡♥(& ♣❡,♠❡((❛♥( ❞❡ ❞#(❡❝(❡, ❧✬✐♥✐(✐❛(✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❡( ❞❡ ❞#❝,✐,❡ &♦♥ #✈♦❧✉(✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ,❡&♣❡❝(❡, ❧❛ ❞#♠❛,❝❤❡ ♠✉❧(✐✲#❝❤❡❧❧❡
❛♥♥♦♥❝#❡✱ ❧❡ (❛✉① ❞❡ ,❡&(✐(✉(✐♦♥ ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❞❡ ❧✬♦& ❞❡✈,❛✐( R(,❡ #(❛❜❧✐ B ♣❛,(✐, ❞❡
❝❡❧✉✐ ❞❡ &❡& ♣♦,♦&✐(#&✳ ▲❡& ♠♦②❡♥& (❡❝❤♥✐-✉❡& ❡①✐&(❛♥( ♥❡ ♣❡,♠❡((❛♥( ♣❛& ❞✬♦❜(❡♥✐, ❝❡&
✐♥❢♦,♠❛(✐♦♥&✱ ✉♥❡ ❞#♠❛,❝❤❡ ❛❧(❡,♥❛(✐✈❡ ❞♦✐( R(,❡ ♠✐&❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ■❧ &✬❛❣✐( ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡,
❧✬❡&(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡& ♣,♦♣,✐#(#& ♠#❝❛♥✐-✉❡& ❞❡ ❧✬♦& ♣❛, ❤♦♠♦❣#♥#✐&❛(✐♦♥ B ❧✬❛♣♣,♦❝❤❡ (❤❡,♠♦✲
❞②♥❛♠✐-✉❡ -✉❡ ❧✬♦♥ ,❡(,♦✉✈❡ ❤❛❜✐(✉❡❧❧❡♠❡♥( ❞❛♥& ❧❡& ❢♦,♠✉❧❛(✐♦♥& ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡&✳ ❈♦♠✲
♠❡♥U♦♥& ♣❛, ,❛♣♣❡❧❡, ❧✬❡①♣,❡&&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐&&✐♣❛(✐♦♥ ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ D ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦,❡✉①
❧♦,&-✉❡ ❧❛ ❝,♦✐&&❛♥❝❡ ❞❡& ♣♦,♦&✐(#& ❡&( ♣♦&&✐❜❧❡ ✿
D = F dd˙ ✭✷✳✺✷✮
▼❡((♦♥& ♠❛✐♥(❡♥❛♥( ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❣ -✉✐ ❢❡,❛ ♦✣❝❡ ❞❡ ❝,✐(H,❡ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥(✳
❊❧❧❡ ,❡♣,#&❡♥(❡ ❧❛ ❞✐✛#,❡♥❝❡ ❡♥(,❡ ❧❡ (❛✉① ❞❡ ,❡&(✐(✉(✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧# ♣❧✉& ❤❛✉( ❡( ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥
❘ -✉✐ ❝❛,❛❝(#,✐&❡✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥( ❞❡ ✈✉❡ #♥❡,❣#(✐-✉❡✱ ❧❡& ❝❛♣❛❝✐(#& ❞❡ ❧✬♦& B &✉♣♣♦,(❡, ❧❡&
❞#❢♦,♠❛(✐♦♥& ✿
✹✻
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠✐❝,♦♠#❝❛♥✐-✉❡ ❞❡ ❧✬#❧❛&(✐❝✐(# ♠❛❝,♦&❝♦♣✐-✉❡ ❡( ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞❡
❧✬❤✉♠#,✉& ❤✉♠❛✐♥
g(F d, d) = F d −R(d) ≤ 0 ✭✷✳✺✸✮
R(d) (,❛❞✉✐( ❞♦♥❝ ❧❛ ,#&✐&(❛♥❝❡ -✉❡ ❧✬♦& ❡&( ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬♦♣♣♦&❡, ; ❧❛ ♣,♦♣❛❣❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✲
❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥(✱ ❝❛♣❛❝✐(# -✉✐ ❞#♣❡♥❞ #❣❛❧❡♠❡♥( ❞✉ (❛✉① ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❞✉ ♠❛(#,✐❛✉✳
◆♦✉& &✉♣♣♦&❡,♦♥& -✉✬✐❧& &♦♥( ,❡❧✐#& ❧✬✉♥ ; ❧✬❛✉(,❡ ❞❡ ♠❛♥✐@,❡ ❧✐♥#❛✐,❡ ❝♦,,❡&♣♦♥❞❛♥( ❛✐♥&✐
; ✉♥ ♠♦❞@❧❡ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ✐&♦(,♦♣❡ ❬✶✽✸❪ ✿
R(d) = k(1 + ηd) ✭✷✳✺✹✮
♦G k ❝♦,,❡&♣♦♥❞ ; ❧❛ ✈❛,✐❛❜❧❡ ✐♥✐(✐❛❧❡ ❞✉ &❡✉✐❧ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( ❡( η ,❡♣,#&❡♥(❡ ❧✬#❝,♦✉✐&✲
&❛❣❡ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥(✳ ❈❡& ❞❡✉① ♣❛,❛♠@(,❡& #(❛♥( ♣,♦♣,❡& ❛✉ ♠❛(#,✐❛✉ ❝♦♥&✐❞#,#✱ ✉♥❡
❝❛♠♣❛❣♥❡ ❡①♣#,✐♠❡♥(❛❧❡ ❞❡✈,❛ J(,❡ ❝♦♥&❛❝,#❡ ; ❧❡✉, ❞#(❡,♠✐♥❛(✐♦♥ ❬✶✽✹❪✳ ❖♥ ,❡♠❛,-✉❡,❛
#❣❛❧❡♠❡♥( -✉❡ ❧❡ ❝❛& ♦G η ❡&( ♥✉❧ ❝♦♥❞✉✐( ; ✉♥ ♠♦❞@❧❡ ; ✈❛❧❡✉, ✜①❡ ❝♦,,❡&♣♦♥❞❛♥( ; ✉♥
♠❛(#,✐❛✉ ♣✉,❡♠❡♥( ❢,❛❣✐❧❡✳ ▲❡ ❝,✐(@,❡ &✬✐♥(❡,♣,@(❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ❢❛O♦♥ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
{
si F d < R(d), alors d˙ = 0 ✭♣❛& ❞❡ ♣,♦♣❛❣❛(✐♦♥ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥(✮
si F d = R(d), alors d˙ ≥ 0 ✭♣,♦♣❛❣❛(✐♦♥ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥(✮
✭✷✳✺✺✮
❯♥ &❝❤#♠❛ &(❛♥❞❛,❞ ❡&( ,❡♣,✐& ♣♦✉, ❞♦♥♥❡, ❧❛ ❢♦,♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬#✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❞
-✉✐ &❡ ♣,#&❡♥(❡ ❛❧♦,& &♦✉& ❧❛ ❢♦,♠❡ ✿
d˙ = λ˙
∂g(F d, d)
∂F d
✭✷✳✺✻✮
❛✈❡❝ λ˙ ❧❡ ♠✉❧(✐♣❧✐❝❛(❡✉, ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥(✳ ❈❡((❡ ❧♦✐ &❡ (,❛❞✉✐( ♣❛, ✿
d˙ =


0 &✐ g(F d, d) ≤ 0, ♦✉ g = 0 ❡( g˙ < 0
λ˙ &✐ g(F d, d) = 0, ❡( g˙ = 0
✭✷✳✺✼✮
▲❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥&✐&(❛♥❝❡ g˙ = 0 ❞#(❡,♠✐♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ❞❡ λ✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♦♥ ❛ ✿
g˙ =
∂g
∂d
d˙+
∂g
∂E
: E˙ =
∂g
∂d
λ˙
∂g
∂F d
+
∂g
∂F d
∂F d
∂E
: E˙ = 0 ✭✷✳✺✽✮
❝❡ -✉✐ ♣❡,♠❡( ❞✬#❝,✐,❡ ✿
λ˙ =
1
H
∂F d
∂E
: E˙ = − 1
H
(
∂Chom(d)
∂d
: E
)
: E˙ ✭✷✳✺✾✮
❛✈❡❝
H = −∂g
∂d
= kη +
1
2
E :
∂2Chom(d)
∂d2
: E ✭✷✳✻✵✮
▲❛ ❢♦,♠✉❧❛(✐♦♥ ❡♥ ✈✐(❡&&❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥( &✬♦❜(✐❡♥( ♣❛, ❞✐✛#,❡♥(✐❛(✐♦♥ ❞❡
❧✬#-✉❛(✐♦♥ ✷✳✺✵ -✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
Σ˙ = C˙hom(d) : E + Chom(d) : E˙ ✭✷✳✻✶✮
✹✼
❋♦"♠✉❧❛'✐♦♥ ✈❛"✐❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛" -❧-♠❡♥'. ✜♥✐. ❞✉ .②.'2♠❡ ❤✉♠-"✉. .♦✉. ❝❤❛"❣❡♠❡♥'
.'❛'✐6✉❡ ❡' ❞②♥❛♠✐6✉❡
♦"
C˙hom(d) =
∂Chom(d)
∂d
d˙ ✭✷✳✻✷✮
❊♥ '❡♥❛♥' ❝♦♠♣'❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬-✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❞✱ ♦♥ ♣❡✉' ❛❧♦". ❛❜♦✉'✐" @ ❧❛ ❢♦"♠✉❧❛'✐♦♥ '❛♥❣❡♥'❡
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✿
Σ˙ = L : E˙ ✭✷✳✻✸✮
❞❛♥. ❧❛6✉❡❧❧❡ L ❡.' ❧✬♦♣-"❛'❡✉" '❛♥❣❡♥' ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡' .✬-❝"✐' ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐2"❡ .✉✐✈❛♥'❡ ✿
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W eint =
∫
ve
{σ} : 〈ε∗〉dv
W eext =
∫
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∫
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∫
ve
ρ〈u∗〉{u¨}dv
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〈uq〉 = [N(ξ, η, ζ)]〈un〉 ❡' 〈u∗q〉 = [N(ξ, η, ζ)]{u∗n〉
〈u¨q〉 = [N(ξ, η, ζ)]〈u¨n〉 ❡' 〈ε∗q〉 = [L][N(ξ, η, ζ)]〈u∗n〉 = [B]〈u∗n〉
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✭✶✲ξ✮✭✶✲η✮ ◆1❂✶✲ξ✲η✲ζ ◆i❂
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(1 + ξξi)(1 + ηηi)(1 + ζζi)
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❙✐ ❧✬♦♥ ✐♥'"♦❞✉✐' ❝❡. ✐♥'❡"♣♦❧❛'✐♦♥. ❞❛♥. ❝❤❛6✉❡ ✐♥'-❣"❛❧❡ ❞❡ ❧✬-6✉❛'✐♦♥ ✷✳✻✼✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥'
♣♦✉" ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡. ✿∫
ve
{σ} : 〈ε∗〉dv = 〈u∗n〉t{fint(〈un〉)}∫
ve
ρ〈u∗〉{u¨}dv = 〈u∗n〉t
∫
ve
ρ[N ]t[N ]dv 〈u¨n〉 = 〈u∗n〉t[Me]〈u¨n〉∫
ve
〈u∗〉{fv}dv +
∫
Se
f
〈u∗〉{fs}dS = 〈u∗n〉t
[∫
ve
[N ]t{fv}dv +
∫
Se
f
[N ]t{fs}dS
]
= 〈u∗n〉t{Fe}
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[Me]〈u¨n〉+ {Fint(〈un〉)} = {Fe} ✭✷✳✼✵✮
❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥ ♣"♦❜❧2♠❡ ❧✐♥-❛✐"❡✱ ❧❡ ✈❡❝'❡✉" ❞❡. ❢♦"❝❡. ✐♥'❡"♥❡. {Fint} ♣❡✉' .✬-❝"✐"❡ .♦✉.
❧❛ ❢♦"♠❡ .✉✐✈❛♥'❡ ✿
{Fint(〈un〉)} =
∫
ve
[B]t[C][B]dv 〈un〉 = [Ke]〈un〉 ✭✷✳✼✶✮
❛✈❡❝ ❬❑e❪ ❧❛ ♠❛'"✐❝❡ ❞❡ "❛✐❞❡✉" -❧-♠❡♥'❛✐"❡✳
▲✬❛..❡♠❜❧❛❣❡ .❡"' ♠❛✐♥'❡♥❛♥' G -'❛❜❧✐" ❧✬-6✉❛'✐♦♥ -6✉✐✈❛❧❡♥'❡ ♣♦✉" ❧❡ .②.'2♠❡ ❝♦♠♣❧❡'✱
❝❡''❡ -'❛♣❡ "❡♣♦.❡ .✉" ❧❛ .♦♠♠❛'✐♦♥ ❞❡. '❡"♠❡. ❝♦""❡.♣♦♥❞❛♥' ❛✉ '"❛✈❛✐❧ ✈✐"'✉❡❧ ❝❛❧❝✉❧-
♣♦✉" ❧❡. ♥e -❧-♠❡♥'. ❞❡ ❧❛ ♠♦❞-❧✐.❛'✐♦♥ ✿
ne∑
e=1
〈u∗n〉t[Me]〈u¨n〉 = 〈U∗〉t[M ]〈U¨〉
ne∑
e=1
〈u∗n〉t[Ke]〈u¨n〉 = 〈U∗〉t[K]〈U〉
ne∑
e=1
〈u∗n〉t{Fe} = 〈U∗〉t{F}
✭✷✳✼✷✮
❈❡''❡ ♦♣-"❛'✐♦♥ ❝♦♥.✐.'❡ ♣❧✉. .✐♠♣❧❡♠❡♥' G ✧"❛♥❣❡"✧ ❧❡. ❞✐✛-"❡♥'❡. '❡"♠❡. ❞❡. ♠❛'"✐❝❡.
-❧-♠❡♥'❛✐"❡. ❞❛♥. ✉♥❡ ♠❛'"✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❛✜♥ ❞✬❛♠❡♥❡" ❧✬❡①♣"❡..✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬-6✉✐❧✐❜"❡ ❞✉
.②.'2♠❡ ✿
[M ]〈U¨〉+ [K]〈U〉 = {F} ✭✷✳✼✸✮
❉❛♥. ❧❡ ❝♦♥'❡①'❡ ❞❡ ♥♦'"❡ ♠♦❞-❧✐.❛'✐♦♥ ❞✬✐♠♣❛❝'. .✉" ❤✉♠-"✉.✱ ④❋⑥ ❝♦""❡.♣♦♥❞"❛ ❛✉①
❡✛♦"'. ❡♥❣❡♥❞"-. ♣❛" ❧❡ ❝♦♥'❛❝' ❡♥'"❡ ❧✬✐♠♣❛❝'❡✉" ❡' ❧✬❤✉♠-"✉. ❡' [K]〈U〉 .❡"❛ ❛..♦❝✐- ❛✉①
❝♦♥'❛❝'. ❝♦6✉✐❧❧❡.✴♣❧❛6✉❡✲❤✉♠-"✉. ❛✐♥.✐ 6✉✬G ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ❧✐❛✐.♦♥. ♠✐.❡. ❡♥ ❥❡✉✳
❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥ ♣"♦❜❧2♠❡ .'❛'✐6✉❡✱ ❧❡. ✈✐'❡..❡. ❡' ❛❝❝-❧-"❛'✐♦♥. .♦♥' ♥-❣❧✐❣-❡. ❝❡ 6✉✐ ✐♥❞✉✐'
✉♥❡ .✐♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬-6✉❛'✐♦♥ ✭✷✳✼✸✮ ♣♦✉" ❞♦♥♥❡" ✿
[K]〈U〉 = {F} ✭✷✳✼✹✮
✺✵
e{umn }
[Ke]{umn } = {0}
Ehgl
©
Khgl
Khgl =
1
3
(K44 +K55 +K66)
{ui} i
R({ui}) = [K]{ui} − {F}
❋♦"♠✉❧❛'✐♦♥ ✈❛"✐❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛" -❧-♠❡♥'. ✜♥✐. ❞✉ .②.'2♠❡ ❤✉♠-"✉. .♦✉. ❝❤❛"❣❡♠❡♥'
.'❛'✐6✉❡ ❡' ❞②♥❛♠✐6✉❡
◆♦✉. .✉♣♣♦.❡"♦♥. ♠❛✐♥'❡♥❛♥' 6✉❡ ❧❛ .♦❧✉'✐♦♥ 8 ❧✬✐'-"❛'✐♦♥ ✐✲✶ ❡.' {ui−1} ❡' 6✉❡ ❧❛ ❞✐✛-"❡♥❝❡
❡♥'"❡ ❝❡''❡ .♦❧✉'✐♦♥ ❛♣♣"♦❝❤-❡ ❡' ❧❛ .♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♣"♦❜❧2♠❡ ❞✐.❝"-'✐.- ❞-❝"✐' ♣❛" ✭✷✳✼✹✮ ❡.'
{∆ui}✳ ▲❡ "-.✐❞✉ ♣❡✉' ❛❧♦". E'"❡ -❝"✐' ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐2"❡ .✉✐✈❛♥'❡ ✿
{R ({ui−1}+ {∆ui})} = {0} ✭✷✳✼✽✮
❯♥ ❞-✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❡♥ .-"✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦" ❞✬♦"❞"❡ ✶ ♣❡"♠❡' ✉♥❡ ❧✐♥-❛"✐.❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡''❡ ❧✬-6✉❛'✐♦♥
❛✉'♦✉" ❞❡ ❧❛ .♦❧✉'✐♦♥ ❛♣♣"♦❝❤-❡ {ui−1} ❣"J❝❡ 8 ✿
{R({ui−1}+ {∆ui})} = {R({ui−1}}+ ∂{R({ui−1})}
∂{ui−1} {∆ui} = 0 ✭✷✳✼✾✮
♦L
{R({ui−1})} = −[K({ui−1})]T .{∆ui} ✭✷✳✽✵✮
❛✈❡❝
[K({ui−1})]T = −∂{R({ui−1})}
∂{ui−1} ✿ ♠❛'"✐❝❡ '❛♥❣❡♥'❡ ✭✷✳✽✶✮
▲✬❛♣♣"♦①✐♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "-.♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ .②.'2♠❡ ❧✐♥-❛"✐.- ❡.' ❛❝'✉❛❧✐.-❡ ✿
{ui} = {ui−1}+ {∆ui} ✭✷✳✽✷✮
▲❡. ✐'-"❛'✐♦♥. .❡ ♣♦✉".✉✐✈❡♥' .❡❧♦♥ ❝❡''❡ ♠-'❤♦❞❡ ❥✉.6✉✬8 ❝❡ 6✉✬✉♥ ♣❛"❛♠2'"❡ ❞✬❛""E' .♦✐'
.❛'✐.❢❛✐'✳
✸✳✹✳✷ ▲❡ &❝❤)♠❛ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❡①♣❧✐❝✐5❡
❈❡ .❝❤-♠❛ ❡.' ✉♥❡ ♠-'❤♦❞❡ ✐♥❝"-♠❡♥'❛❧❡ ❜❛.-❡ .✉" ❧✬✉'✐❧✐.❛'✐♦♥ ❞❡ ♣❡'✐'. ✐♥❝"-♠❡♥'. ❞❡
'❡♠♣.✳ ■❧ ❡.' ❞✐' ❡①♣❧✐❝✐'❡ ❝❛" ✐❧ ❞-'❡"♠✐♥❡ ❧❡. ❝❤❛♠♣. .♦❧✉'✐♦♥. ❞✉ ♣"♦❜❧2♠❡ 8 ❧✬✐♥.'❛♥'
'i✰∆' ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡. ❣"❛♥❞❡✉". ❞-❥8 ❝♦♥♥✉❡. {ui}✱ {u˙i}✱ {u¨i} 8 ❧✬✐♥.'❛♥' 'i ❡' .♦❧✉'✐♦♥.
❞✉ .②.'2♠❡ ❞✬-6✉❛'✐♦♥. ✭✷✳✼✸✮ ✿
[M ]{u¨i}+ [K]{ui} = {Fi} ✭✷✳✽✸✮
❯♥ .❝❤-♠❛ ❞✬✐♥'-❣"❛'✐♦♥ '❡♠♣♦"❡❧❧❡ ❞❡ '②♣❡ ❞✐✛-"❡♥❝❡. ✜♥✐❡. ❝❡♥'"❛❧❡. ❡.' ✐♥'"♦❞✉✐' ❛✜♥
❞❡ "-.♦✉❞"❡ ❧❡ ♣"♦❜❧2♠❡✳ ❈❡ .❝❤-♠❛ ❝♦♥.✐.'❡ 8 ❝❤❡"❝❤❡" {ui}✱ {u˙i}✱ {u¨i} ✈-"✐✜❛♥' ✭✷✳✼✵✮✱
❡♥ ✉'✐❧✐.❛♥' ✿
{u¨i} = 1
∆t2
({ui+1} − 2{ui}+ {ui−1}) ✭✷✳✽✹❛✮
{u˙i} = 1
2∆t
({ui+1} − {ui−1}) ✭✷✳✽✹❜✮
✺✷
❙❝❤#♠❛&✐(❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦0✐&❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦0&❡♠❡♥& ♠✐❝0♦♠#❝❛♥✐2✉❡
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥& ✭✷✳✽✸✮ ❡& ✭✷✳✽✹❛✮✱ ✐❧ ❡(& ❛❧♦0( ♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡0 {ui+1} > ♣❛0&✐0 ❞❡ {ui} ❡&
{ui−1} > ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ 0❡❧❛&✐♦♥ (✉✐✈❛♥&❡ ✿
1
∆t2
[M ]{ui+1} = {Fi} − [K]{ui}+ 1
∆t2
[M ](2{ui} − {ui−1}) ✭✷✳✽✺✮
❊& {u˙i} ❡(& ✜♥❛❧❡♠❡♥& ❞#&❡0♠✐♥# ❡♥ ✉&✐❧✐(❛♥& ❧❛ 0❡❧❛&✐♦♥ ✭✷✳✽✹❜✮✳ C♦✉0 ❡♥&❛♠❡0 ❧❛ 0#(♦❧✉✲
&✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉& ❝♦♥♥❛✐&0❡ ❧❛ (♦❧✉&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡✳ ❆ ❝❡& ✐♥(&❛♥&✱ ❡❧❧❡ ❡(& &0✐❜✉&❛✐0❡ ❞❡( ❝♦♥❞✐&✐♦♥(
✐♥✐&✐❛❧❡( ✐♠♣♦(#❡( ♣❛0 ❧✬✉&✐❧✐(❛&❡✉0✳ ❈♦♥♥❛✐((❛♥& u0 ❡& u˙0✱ ❧❛ 0#(♦❧✉&✐♦♥ ❞#♠❛00❡ ❛✈❡❝ ❧❡(
0❡❧❛&✐♦♥( (✉✐✈❛♥&❡( ✿
{u−1} = {u0} −∆t{u˙0}+ ∆t
2
2
{u¨0}
u˙0 = [M ]
−1{F0 − [K]{u0}}
✭✷✳✽✻✮
❯♥❡ ❢♦✐( 2✉❡ ❧❡( ❞#♣❧❛❝❡♠❡♥&(✱ ✈✐&❡((❡( ❡& ❛❝❝#❧#0❛&✐♦♥( ♦♥& #&# ❛❝&✉❛❧✐(#❡(✱ ❧❡( ❞#❢♦0♠❛✲
&✐♦♥( (♦♥& ❞#&❡0♠✐♥#❡( ♣✉✐( ❧❡( ❝♦♥&0❛✐♥&❡( ✈✐❛ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦0&❡♠❡♥& ❞✉ ♠❛&#0✐❛✉✳
❈❡ (❝❤#♠❛ ♣0#(❡♥&❡ ❧✬❛✈❛♥&❛❣❡ ❞✬J&0❡ 0❡♠❛02✉❛❜❧❡♠❡♥& (✐♠♣❧❡ ❡& ❞❡ ♥❡ ♣❛( ♥#❝❡((✐&❡0 ❧❛
❝♦♥(&0✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛&0✐❝❡ &❛♥❣❡♥&❡ ❝❡ 2✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ &❡♠♣( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ 0❡✈❛♥❝❤❡ ✐❧ ♥❡
✈#0✐✜❡ ❥❛♠❛✐( ❧✬#2✉✐❧✐❜0❡✱ ❧❡( 0#(✉❧&❛&( &0♦✉✈#( (♦♥& ❞♦♥❝ ❢♦0&❡♠❡♥& ❞#♣❡♥❞❛♥& ❞✉ ❝❤♦✐①
❞✉ ♣❛( ❞❡ &❡♠♣( ∆& ✉&✐❧✐(#✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉0 ✐♥✢✉❡♥❝❡ #❣❛❧❡♠❡♥& ❧❛ (&❛❜✐❧✐&# ❞✉ (❝❤#♠❛✱ ❡♥ ❡✛❡&
❝❡❧❧❡ ❝✐ ♥✬❡(& ♣❛( ❛((✉0#❡ ♣♦✉0 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉0 ❧✐♠✐&❡ ❞#♣❡♥❞❛♥& ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡& ❞✉ ♠❛&#0✐❛✉ ❛✉
&0❛✈❡0( ❞❡ ❧❛ 0❡❧❛&✐♦♥ ✿
∆tmax =
2
ωmax
= ♠✐♥
(
Le
cd
)
✭✷✳✽✼✮
❛✈❡❝ ▲e ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉0 ❝❛0❛❝&#0✐(&✐2✉❡ ❞❡ ❧✬#❧#♠❡♥& ❡& ❝d ❧❛ ✈✐&❡((❡ ❞✉ (♦♥ ❞❛♥( ❧❡ ♠❛&#0✐❛✉
❞#✜♥✐❡ ♣♦✉0 ✉♥ (♦❧✐❞❡ ♣❛0 ✿
cd =
√
E
ρ
✭✷✳✽✽✮
❛✈❡❝ ρ ❧❛ ♠❛((❡ ✈♦❧✉♠✐2✉❡ ❞✉ ♠❛&#0✐❛✉ ❝♦♥(✐❞#0# ❡& ❊ (♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬#❧❛(&✐❝✐&#✳
✹ ❙❝❤$♠❛'✐)❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦1✐'❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦1✲
'❡♠❡♥' ♠✐❝1♦♠$❝❛♥✐4✉❡
▲❛ 0#(♦❧✉&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣0♦❜❧Q♠❡ ♣❛0 ❧❡( #❧#♠❡♥&( ✜♥✐( ♥#❝❡((✐&❡ ❧❛ 2✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬#♥❡0✲
❣✐❡ ✐♥&❡0♥❡ > ❧✬#❧#♠❡♥& ❝♦♥(✐❞#0# ✭#2✉❛&✐♦♥ ✷✳✻✻✮ ❡& ❞♦♥❝ ❞❡( ❝♦♥&0❛✐♥&❡( ♠✐(❡( ❡♥ ❥❡✉✳
❈❡( ❝♦♥&0❛✐♥&❡( (♦♥& ❝❛❧❝✉❧#❡( > ♣❛0&✐0 ❞❡( ❞#❢♦0♠❛&✐♦♥( ❞✉ ♠❛&#0✐❛✉ ✈✐❛ (❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦0&❡♠❡♥&✳ C♦✉0 ❧✬❤✉♠#0✉(✱ ❧❡ ♠♦❞Q❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣#♥#✐(❛&✐♦♥ ❛✈❡❝ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥& ❛ #&#
✐♠♣❧#♠❡♥&# ❛✉ (❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❱❯▼❆❚ ❝♦♠♣❛&✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ (♦❧✈❡✉0 ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞✬❆❇❆◗❯❙ 2✉✐
❧✬❛♣♣❡❧❧❡0❛ > ❝❤❛2✉❡ ✐&#0❛&✐♦♥✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝&✐❢ ❡(& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❝0#♠❡♥& ❞❡ ❝♦♥&0❛✐♥&❡ ✭ σ˙✮
✺✸
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➱❝❛"$✲$②♣❡ ✸✽ ✶✺ ✸ ✺✻ ✺✻
● ❡" ❉ ❞%&✐❣♥❡♥" ❧❡& ♠❡♠❜-❡& ❣❛✉❝❤❡ ❡" ❞-♦✐" ❞✬✉♥ &✉❥❡"
✸ ❈❛#❛❝%&#✐(❛%✐♦♥ ❞❡( ♣#♦♣#✐&%&( ♠&❝❛♥✐/✉❡( ❣❧♦❜❛❧❡(
❞❡ ❧✬❤✉♠&#✉(
❈❡""❡ ♣$❡♠✐'$❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❡①♣-$✐♠❡♥"❛❧❡ ✈✐0❡ 1 ❝❛$❛❝"-$✐0❡$ ❧❡ ❝♦♠♣♦$"❡♠❡♥" ❣❧♦❜❛❧ ❞❡
❧✬❤✉♠-$✉0 0♦✉0 0♦❧❧✐❝✐"❛"✐♦♥0 0"❛"✐8✉❡0 ❡" ❞②♥❛♠✐8✉❡0✳ ▲❡0 $-0✉❧"❛"0 ♦❜"❡♥✉0 0❡$✈✐$♦♥" 1
❛❧✐♠❡♥"❡$ ❡" ✈❛❧✐❞❡$ ❧❡0 ♠♦❞'❧❡0 ♥✉♠-$✐8✉❡0 ❞-✈❡❧♦♣♣-0 ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛❞$❡ ❞❡ ❧❛ "❤'0❡✳ <♦✉$
❝❤❛8✉❡ "②♣❡ ❞✬❡00❛✐✱ ♦♥ ♣$-0❡♥"❡$❛ ❞✬❛❜♦$❞ ❧✬✐♥0"$✉♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡0 ❤✉♠-$✉0✱ ❧❡0 ♠♦②❡♥0
❞✬❡①♣-$✐♠❡♥"❛"✐♦♥✱ ❧❡0 ♣$♦"♦❝♦❧❡0 ♣✉✐0 ❧❡0 $-0✉❧"❛"0 ♦❜"❡♥✉0 8✉✐ 0❡$♦♥" ❛♥❛❧②0-0 ❡" ❝♦♠♣❛$-0
❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐""-$❛"✉$❡✳
✸✳✶ ▼❛%&'✐❡❧ ❡% ▼&%❤♦❞❡.
✸✳✶✳✶ ■♥%&'✉♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✉♠2'✉%
❈❤❛8✉❡ ❤✉♠-$✉0 ❡0" ♣$-♣❛$- ❧❛ ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡00❛✐ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ ✜①❡$ ❛✉ 0❡✐♥ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦8✉✐❧❧❡0
❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✭✜❣✉$❡ ✸✳✷✮✳ ▲❡0 ♣❛$"✐❡0 ❝✉❜✐8✉❡0 ❞❡0 ❝♦8✉✐❧❧❡0 0♦♥" ✈✐00-❡0 1 ✉♥❡ $'❣❧❡
♠-"❛❧❧✐8✉❡ ❛00✉$❛♥" ❧❡✉$ ♣❛$❛❧❧-❧✐0♠❡✱ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥"$❡ ❡❧❧❡0 ♣♦✉✈❛♥" ❝♦✉❧✐00❡$ ❛✜♥ ❞❡ 0✬❛❞❛♣"❡$
1 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞❡ ❧❛ ♣✐'❝❡ 1 "❡0"❡$✳ ❆ ❝❤❛8✉❡ ❡①"$-♠✐"-✱ ✹ ✈✐0 ♣❡$♠❡""❡♥" ❞❡ ♠❛✐♥"❡♥✐$ ❧✬♦0
❞❛♥0 ❧❛ ♣♦0✐"✐♦♥ 0♦✉❤❛✐"-❡ ♣♦✉$ ❧✬❡00❛✐✳ ▲✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❡0" ❡♥0✉✐"❡ ♣❧❛❝- ❡♥ ♣♦0✐"✐♦♥ ✈❡$"✐❝❛❧❡
$❡♣♦0❛♥" 0✉$ ✉♥❡ ❝♦8✉✐❧❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❛ $❡♠♣❧✐$ ❞✬✉♥❡ $-0✐♥❡ -♣♦①② ❋✶✹ ❞❡ ❝❤❡③ ❆①0♦♥ ❬✶✽✽❪✳
✼✼
©±
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐.✉❡' ❣❧♦❜❛❧❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
♠❡'✉"❛♥$ ✷✳✸✵♠ ❞❡ ❤❛✉$ 9 ❧✬✐♥$%"✐❡✉" ❞❡'.✉❡❧' ♣❡✉$ ❝♦✉❧✐''❡" ✉♥ ❝❤❛"✐♦$ ❝♦♥'$✐$✉% ❞❡ ❞❡✉①
♣❛"$✐❡' '♦❧✐❞❛"✐'%❡' ♣❛" ❞❡' ❛✐♠❛♥$' ✭✜❣✉"❡ ✸✳✹✮✳ ▲❛ ♣❛"$✐❡ '✉♣%"✐❡✉"❡ ❡'$ "❡❧✐%❡ 9 ✉♥ $"❡✉✐❧
♣❡"♠❡$$❛♥$ ❞❡ ❢❛✐"❡ ✈❛"✐❡" ❧❛ ❤❛✉$❡✉" ❞❡ ❝❤✉$❡ ❞✉ ❝❤❛"✐♦$ $❛♥❞✐' .✉❡ ❧❛ ♣❛"$✐❡ ✐♥❢%"✐❡✉"❡
❡'$ ❞❡'$✐♥%❡ 9 ❧✬✐♠♣❛❝$ ❡$ '❡"❛ ❧❛ '❡✉❧❡ 9 '❡ ♠♦✉✈♦✐" ❛♣"B' ❞%'❛❝$✐✈❛$✐♦♥ ❞❡' ❛✐♠❛♥$'✳ ❈❡$$❡
❞❡"♥✐B"❡ ❡'$ %.✉✐♣%❡ ❞✬✉♥ '②'$B♠❡ ❞❡ ♣❧❛.✉❡' ❡$ ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲❝②❧✐♥❞"❡ ❞❡ ✶✵♠♠ ❞❡ "❛②♦♥✱
❧❡ $♦✉$ ♣"%'❡♥$❛♥$ ✉♥❡ ♠❛''❡ ❞❡ ✼✳✺ ❑❣✳ ❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝❤❛"❣❡ ❞❡ $②♣❡ ♣✐%③♦%❧❡❝$"✐.✉❡ ❞❡
❝❤❡③ ❑✐'$❧❡"
❘©
♣❡✉$ L$"❡ ❛❥♦✉$%❡ 9 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥$❡"❢❛❝❡ ❝♦♥'$✐$✉%❡ ❞❡ ♣❧❛.✉❡' ❛♠❡♥❛♥$ ❧❡
'②'$B♠❡ 9 ✉♥❡ ♠❛''❡ ❞❡ ✽✳✻ ❑❣✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥$✱ ❝❡$$❡ ♠❛''❡ ♣❡✉$ %❣❛❧❡♠❡♥$ L$"❡ ❧❡'$%❡ ♣❛"
❛❥♦✉$ ❞❡ ❞✐'.✉❡' ❛✉ ❝❡♥$"❡ ❞✉ ❝❤❛"✐♦$✳ ❉❛♥' ❧❛ '✉✐$❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉'❝"✐$✱ ❧❡ $❡"♠❡ ✐♠♣❛❝%❡✉(
❞%'✐❣♥❡"❛ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡'$✐♥% 9 ❝❤✉$❡"✳
❯♥ ❧❛'❡" ❞❡ $②♣❡ ▼✼▲ ❞❡ ❝❤❡③ ❇✉❧❧✐❡"
❘©
❬✶✾✵❪ ❡'$ ✜①% '✉" ❧❡ ❜W$✐ ❞✉ ♣✉✐$'✳ ❉✉"❛♥$ ❧✬❡''❛✐✱
✐❧ ❡♥"❡❣✐'$"❡ ❧❡' ♣♦'✐$✐♦♥' '✉❝❝❡''✐✈❡' ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝$❡✉" ♣❛" "%✢❡①✐♦♥ '✉" ✉♥❡ ♣❧❛.✉❡ .✉✐ ❡♥
❡'$ '♦❧✐❞❛✐"❡✳ ❙❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ♠❡'✉"❡ '❡ '✐$✉❡ ❡♥$"❡ ✾✺ ❡$ ✶✹✺ ±✵✳✶♠♠ ♣♦✉" ✉♥❡ "%'♦❧✉$✐♦♥ ❞❡
✵✳✵✸♠♠✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ '♦❝❧❡✱ ✉♥ '②'$B♠❡ ❞❡ ♣❧❛.✉❡' ✭❞♦♥$ ❧❛ ♣❧❛*✉❡ ❤✉♠,(✉-✮ ❡$ ❞❡ $"♦✐' ❝❡❧❧✉❧❡' ❞❡
❝❤❛"❣❡ ❞❡ $②♣❡ ♣✐%③♦%❧❡❝$"✐.✉❡ ❞❡ ❝❤❡③ ❑✐'$❧❡"
❘©
♣❡"♠❡$ ❞❡ ♠❡'✉"❡" ❧❡' ❡✛♦"$' ❞❡ "%❛❝$✐♦♥
❞✉"❛♥$ ❧✬❡''❛✐✳ ❊♥ ♣"%✈✐'✐♦♥ ❞❡' ❡''❛✐' ❞✬✐♠♣❛❝$✱ ✉♥❡ $"♦✐'✐B♠❡ ♣❧❛.✉❡ ❡'$ ✈✐''%❡ ♣❛" ❞❡''✉'
❧❡ $♦✉$ ♣"%'❡♥$❛♥$ ✉♥❡ ♠❛''❡ ✐♥✐$✐❛❧❡ ❞❡ ✽✽✸✵❣ '✉" ❧❡' ❝❡❧❧✉❧❡'✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ❉❡"❝$✐♣'✐♦♥ ❞✉ ♣✉✐'" ❞❡ ❝❤✉'❡
❊♥✜♥✱ ❧✬❡''❛✐ ❡'$ ✜❧♠% ♣❛" ❞❡' ❝❛♠❡"❛' ❢❛'$❝❛♠ ❙❆✸ ❞❡ ❝❤❡③ ]❤♦$"♦♥
❘©
❬✶✾✶❪ ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐" ❛♣♣"%❝✐❡" '♦♥ ❞%"♦✉❧❡♠❡♥$ ❡$ ✈✐'✉❛❧✐'❡" ❧❡' ❞✐✛%"❡♥$❡' %$❛♣❡' ❥✉'.✉✬9 ❧❛ "✉♣$✉"❡
'✉" ❧❡' ✐♠❛❣❡' ❝❛♣$✉"%❡' 9 ✉♥❡ ❢"%.✉❡♥❝❡ ❞❡ ✺✵✵✵✵ ❍③✳
✼✾
≃± ± −1
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐.✉❡' ❣❧♦❜❛❧❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❥❛✉❣❡' ❞❡ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥'✱ ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❡'$ %$❛❜❧✐❡ ❛✉ "❛' ❞❡' ❜❧♦❝' ❞❡ "%'✐♥❡ 8 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ '❝✐❡
♦'❝✐❧❧❛♥$❡ ❝❤✐"✉"❣✐❝❛❧❡ ♣♦✇❡"♣"♦✻✶✵✵ ❞❡ ❝❤❡③ ❈♦♥▼❡❞
❘©
✳ ▲❡' ♠♦"❝❡❛✉① ❞✬♦' '♦♥$ ❡♥'✉✐$❡
♥❡$$♦②%' ❞❡ ❧❛ ♠♦❡❧❧❡ ♦''❡✉'❡ ♣✉✐' ❞%❝♦✉♣%' ❡$ "%♣❛"$✐' ❡♥ ✽ ③♦♥❡' ✭✜❣✉"❡ ✸✳✻✮✳ ❈❡' ③♦♥❡'
'♦♥$ ❞%❧✐♠✐$%❡' ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡♠❡♥$ ♣❛" ✉♥❡ ♣"❡♠✐H"❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛''❛♥$ ♣❛" ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❞❡'
❥❛✉❣❡' ✶ ❡$ ✷ ❡$ ♣❛" ✉♥❡ ❞❡✉①✐H♠❡ ♣❛''❛♥$ ♣❛" ❝❡❧❧❡ ❞❡' ❥❛✉❣❡' ✸ ❡$ ✺✳ ❉❛♥' ❧❛ ❞✐"❡❝$✐♦♥
$"❛♥'✈❡"'❡✱ ❧❡' ❞%❝♦✉♣❡' '♦♥$ ❡✛❡❝$✉%❡' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡' '❡❝$✐♦♥' ♣❛''❛♥$ ♣❛" ❧❡' ❥❛✉❣❡' ✶ ❡$
✸✱ ❞❡ ❧❛ ❥❛✉❣❡ ✹ ❡$ ❡♥✜♥ ❞❡' ❥❛✉❣❡' ✷ ❡$ ✺✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✻✿ ❉!❝♦✉♣❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠!,✉- ♣♦✉, ❧❛ ♠❡-✉,❡ ❞❡ ♠❛--❡ ✈♦❧✉♠✐1✉❡ ♣❛, ③♦♥❡
▲❛ ♠❛''❡ ❞❡' ♠♦"❝❡❛✉① ♦❜$❡♥✉' ❡'$ ♠❡'✉"%❡ ❞❛♥' ❧✬❛✐" ❡$ ❞❛♥' ❧✬❡❛✉ 8 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛❧❛♥❝❡
❱♦②❛❣❡"P"♦ ❞❡ ❝❤❡③ ❖❤❛✉'
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♣♦✉✈❛♥$ ♠❡'✉"❡" ❞❡' ♠❛''❡' ❝♦♠♣"✐'❡' ❡♥$"❡ ✷✵♠❣ ❡$ ✹✶✵❣
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣"%❝✐'✐♦♥ ❞❡ ±✶♠❣✳ ❊♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❧❡ ♣"✐♥❝✐♣❡ ❞✬❆"❝❤✐♠H❞❡✱ ❧❛ ♠❛''❡ ✈♦❧✉♠✐.✉❡
❞✬✉♥ %❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ❞✬♦' '✬❡①♣"✐♠❡ ♣❛" ❧❛ "❡❧❛$✐♦♥ '✉✐✈❛♥$❡ ✿
ρos =
mair
mair −meau ∗ ρeau
❆✈❡❝ ρos ❡$ ρeau ❧❡' ♠❛''❡' ✈♦❧✉♠✐.✉❡' ❞❡ ❧✬♦' ❡$ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✭❑❣✴♠
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'❡♠❜❧❡ ❞❡' ♠❡'✉"❡' ❡✛❡❝$✉%❡' ❡'$ "❛♣♣♦"$% ❞❛♥' ❧❡ $❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✳ ❉✬✉♥ '✉❥❡$ U ✉♥ ❛✉$"❡✱ ❧❛
♠❛''❡ ✈♦❧✉♠✐.✉❡ ✈❛"✐❡ ❡♥$"❡ ✶✻✾✺ ❡$ ✶✽✾✻ ❑❣✴♠
3
♠♦♥$"❛♥$ ❛✐♥'✐ ✉♥❡ ❣"❛♥❞❡ ❞✐'♣❡"'✐♦♥
✐♥$❡"✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✳ ■❧ ❡①✐'$❡ %❣❛❧❡♠❡♥$ ✉♥❡ ❝❡"$❛✐♥❡ ❞✐'♣❛"✐$% ✐♥$"❛✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡'
❞✐✛%"❡♥❝❡' ❞❡ ✈❛❧❡✉"' ♣♦✉✈❛♥$ ❛$$❡✐♥❞"❡✱ ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡✱ ✻✽✼ ❑❣✴♠
3
❡♥$"❡ ❧❡' ③♦♥❡' ✶ ❡$ ✻
❞✉ '✉❥❡$ ✺✶✼✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✿ ❱❛❧❡✉." ❞❡ ❞❡♥"✐%♦♠!%.✐❡ ♠❡"✉.!❡" "✉. ❧❡" ❤✉♠!.✉"
❙✉❥❡$ ③✶ ③✷ ③✸ ③✹ ③✺ ③✻ ③✼ ③✽ ▼♦②❡♥♥❡ ➱❝❛"$✲$②♣❡
✺✵✶ ✶✾✵✺ ✶✾✵✻ ✶✾✸✹ ✶✽✼✼ ✶✾✻✵ ✶✾✶✾ ✶✼✺✼ ✶✽✵✽ ✶✽✽✸ ✻✽
✺✵✸ ✶✼✵✷ ✶✼✶✸ ✶✻✾✵ ✶✹✷✶ ✶✼✽✺ ✶✻✾✹ ✷✵✼✷ ✶✹✽✸ ✶✻✾✺ ✶✾✼
✺✶✹ ✶✽✼✽ ✶✾✷✶ ✶✽✶✵ ✶✼✾✸ ✶✽✻✵ ✶✾✺✻ ✶✽✻✾ ✶✺✶✵ ✶✽✷✺ ✶✸✽
✺✶✼ ✶✻✻✼ ✶✾✸✶ ✶✽✽✶ ✶✼✺✸ ✶✽✼✵ ✷✸✺✹ ✶✾✵✾ ✶✽✵✵ ✶✽✾✻ ✷✵✺
✺✸✺ ✶✼✾✶ ✶✽✹✶ ✶✽✼✸ ✶✼✺✼ ✶✼✶✺ ✶✾✵✸ ✷✶✼✸ ✶✼✾✻ ✶✽✺✻ ✶✹✷
✹✽✺ ✶✺✻✸ ✶✼✻✼ ✷✸✻✵ ✶✻✼✺ ✶✽✺✶ ✶✽✶✸ ✶✼✽✹ ✶✼✵✼ ✶✽✶✺ ✷✸✽
✺✽✷ ✶✽✸✷ ✷✶✸✺ ✶✽✹✼ ✶✽✵✸ ✶✾✽✾ ✶✽✾✽ ✶✺✸✹ ✶✽✹✾ ✶✽✻✶ ✶✼✶
③i ❞-.✐❣♥❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✐ ❞❡ ❧✬❤✉♠-)✉. (❡❧❧❡ 1✉✬❡❧❧❡ ❛ -(- ❞-✜♥✐❡ ❞✉)❛♥( ❧❛ ♣)-.❡♥(❛(✐♦♥ ❞✉ ♣)♦(♦❝♦❧❡
✸✳✸ ❉✐$❝✉$$✐♦♥
❯♥ $♦$❛❧ ❞❡ ❞✐① '✉❥❡$'✱ ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬[❣❡ ❞❡ ✼✵✳✾±✼✳✸ ❛♥'✱ ♦♥$ %$% %$✉❞✐%' ♣♦✉" ❧❛
❝❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐.✉❡' ❣❧♦❜❛❧❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'✳ B♦✉" '✐① ❞✬❡♥$"❡ ❡✉①✱ ❞❡'
❡''❛✐' '$❛$✐.✉❡' ♦♥$ ♣❡"♠✐' ❞✬%$❛❜❧✐" ❞❡' "❡❧❛$✐♦♥' ❧✐♥%❛✐"❡' ❡♥$"❡ ❧❛ ❝❤❛"❣❡ ❛♣♣❧✐.✉%❡ ❡$ ❧❡'
✾✺
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐.✉❡' ❣❧♦❜❛❧❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡'✳ ❈❡$$❡ ❧✐♥%❛"✐$% ❝♦♥✜"♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦"$❡♠❡♥$ %❧❛'$✐.✉❡ ❞❡' ❤✉♠%✲
"✉'✱ ♥♦✉' "❡♣"❡♥❞"♦♥' ❝❡' "%'✉❧$❛$' ❧♦"'.✉✬✐❧ '✬❛❣✐"❛ ❞❡ ❞%$❡"♠✐♥❡" ❧❡' ♣"♦♣"✐%$%' %❧❛'$✐.✉❡'
❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❧♦"' ❞❡ ❧❛ ♣❡"'♦♥♥❛❧✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ♠♦❞%❧✐'❛$✐♦♥' ♥✉♠%"✐.✉❡' ❞❡' ❡''❛✐' ❞✬✐♠♣❛❝$✳
:♦✉" ❝❤❛.✉❡ '✉❥❡$✱ ✉♥ ❡''❛✐ ❞✬✐♠♣❛❝$ ❛ %$% "%❛❧✐'% ❛✜♥ ❞❡ ❞%$❡"♠✐♥❡" ❧✬❡✛♦"$ ✉❧$✐♠❡
♥%❝❡''❛✐"❡ = ❧❛ "✉♣$✉"❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❡$ ❞❡✉① $②♣❡' ❞❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐$❡' ♦♥$ %$%
$❡'$%'✳ ▲✬❡♥❝❛'$"❡♠❡♥$ ❞✉ '✉❥❡$ ✹✾✷ ❛ ✐♥❞✉✐$ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "✐❣✐❞✐$% ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
♣❡"♠❡$$❛♥$ ✉♥❡ ♣"♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "✉♣$✉"❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦' ❡$ ❧✬❛♣♣❛"✐$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝✐D' ❞❡
"✉♣$✉"❡ ✜♥❛❧ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦"♠❡ ❛✉ $②♣❡ ❞❡ "✉♣$✉"❡ ❞✬❤✉♠%"✉' ❝♦✉"❛♠♠❡♥$ ♦❜'❡"✈% ❞❛♥' ❧❡
❝❛❞"❡ ❝❧✐♥✐.✉❡✳ :♦✉" ❧❡' ❛✉$"❡' '✉❥❡$'✱ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦.✉✐❧❧❡' ♣❡"♠❡$$❛✐$ ❧❛ "♦$❛$✐♦♥ ❡$ ❧❛
$"❛♥'❧❛$✐♦♥ ❧❛$%"❛❧❡ ❞❡' ❡①$"%♠✐$%'✳ ❉❛♥' ❝❡$$❡ ❝♦♥✜❣✉"❛$✐♦♥✱ ❧❡' ❤✉♠%"✉' ♣"%'❡♥$❛✐❡♥$
❞❡' "✉♣$✉"❡' ♣❧✉' ❝♦♥❢♦"♠❡' = ❝❡ .✉✐ ♣❡✉$ G$"❡ ♦❜'❡"✈% ❞❛♥' ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡ ❧✬❛❝$✐✈✐$% ❝❧✐♥✐.✉❡✳
❉✉"❛♥$ ❧❡' ❡''❛✐'✱ ❧❡' ❡✛♦"$' ❞❡ "%❛❝$✐♦♥ ✭✷✼✶✼±✼✻✽◆✮ %$❛✐❡♥$ '✉♣%"✐❡✉"' = ❝❡✉① ♠❡'✉"%'
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝$❡✉" ✭✶✻✷✾±✻✷✾◆✮✳ ❈❡$$❡ ❞✐✛%"❡♥❝❡ ❡'$ ❛$$"✐❜✉%❡ = ❧✬✐♥❡"$✐❡ ❞✉
'②'$D♠❡ ❞❡ ♣❧❛.✉❡ ✜①% ❛✉ ❞❡''✉' ❞❡' ❝❡❧❧✉❧❡' ❞✬❡✛♦"$' ✐♥'$❛❧❧%❡' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜O$✐ ❞✉
♣✉✐$' ❞❡ ❝❤✉$❡✳ ❉❡' ❡✛♦"$' = ❧✬✐♠♣❛❝$❡✉"✱ ❛ %❣❛❧❡♠❡♥$ %$% ❞%$❡"♠✐♥% ✉♥ ♠♦♠❡♥$ ♠♦②❡♥
❞❡ ✾✼±✸✻◆♠ = ❧❛ "✉♣$✉"❡✳ :❡✉ ❞✬%$✉❞❡' ❡①✐'$❡♥$ ❞❛♥' ❧❛ ❧✐$$%"❛$✉"❡ ♣♦✉" ❝♦♥❢"♦♥$❡" ❝❡'
"%'✉❧$❛$'✳ ◆♦✉' ♣♦✉✈♦♥' "❛♣♣❡❧❡" ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉✉♠❛ ❡$ ❛❧✳❬✺✵❪ .✉✐ ♦♥$ "%❛❧✐'% ❞♦✉③❡ ❡''❛✐'
❞✬✐♠♣❛❝$ '✉" ❞❡' '✉❥❡$' ❢%♠✐♥✐♥' ❞❡ ✻✶±✺❛♥' ❞✬O❣❡ ♠♦②❡♥ ❡$ ♠❡'✉"% ✉♥ ♠♦♠❡♥$ ♠♦②❡♥
❞❡ ✶✺✹±✷✼◆♠✳ :❧✉' "%❝❡♠♠❡♥$✱ ♥♦✉' "❡$"♦✉✈♦♥' ❧✬%$✉❞❡ ❞❡ ❉✉♣"❡② ❡$ ❛❧✳❬✺✶❪ .✉✐ ♦♥$
"%❛❧✐'% ✻ ❡''❛✐' ❞✬✐♠♣❛❝$ '✉" .✉❛$"❡ '✉❥❡$' ♠❛'❝✉❧✐♥' ❡$ ❞❡✉① ❢%♠✐♥✐♥' ❞❡ ✼✻±✶✹❛♥' ❞✬O❣❡
♠♦②❡♥✳ ❯♥ ♠♦♠❡♥$ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ✾✽±✸✽◆♠ ❡$ ✉♥ ❡✛♦"$ = ❧❛ "✉♣$✉"❡ ❞❡ ✶✷✼✵±✹✺✵◆ ❡♥
'♦♥$ "❛♣♣♦"$%'✳ ▲❡ ♠♦♠❡♥$ ♠♦②❡♥ ❝❛❧❝✉❧% = ♣❛"$✐" ❞❡ ♥♦' ❡''❛✐' ❡'$ ♣"♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❉✉♣"❡② ❡$ ❛❧✳ ♠❛✐' ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉✉♠❛ ❡$ ❛❧✳ ❡'$ ♣❧✉' ❞❡ ✶✳✺ ❢♦✐' ♣❧✉' ❣"❛♥❞✳ ❆✈❡❝ ❡♥✈✐"♦♥ ❞✐①
❛♥' ❞✬%❝❛"$ ❡♥$"❡ ❧❡' '✉❥❡$' ❞❡' %$✉❞❡'✱ ❧✬O❣❡ ♣❡✉$ ❡①♣❧✐.✉❡" ❝❡$$❡ ❞✐✛%"❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧❡'
♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐.✉❡' ❞❡ ❧✬♦' '♦♥$ ❢♦"$❡♠❡♥$ ❧✐%❡' = '❛ '$"✉❝$✉"❡ ❛✈❡❝ ♥♦$❛♠♠❡♥$ ❞❡'
❝♦""%❧❛$✐♦♥' ♣♦'✐$✐✈❡' ❛✈❡❝ '❛ ❞❡♥'✐$% ♠✐♥%"❛❧❡ ❬✸✹✱ ✶✵✼❪ ❡$ ✐♥✈❡"'❡ ❛✈❡❝ '❛ ♣♦"♦'✐$% ❬✸✼✱ ✸✾❪
♦" ❧❛ ❧✐$$%"❛$✉"❡ ♠♦♥$"❡ ❧❛"❣❡♠❡♥$ .✉❡ ❧❛ ♣"❡♠✐D"❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡$ ❧❛ '❡❝♦♥❞❡ ❛✉❣♠❡♥$❡ ❛✈❡❝
❧✬O❣❡ ❬✹✷✱ ✶✶✼✱ ✹✹❪✳ ❈❡$$❡ %✈♦❧✉$✐♦♥ ❡'$ ❞✬❛✉$❛♥$ ♣❧✉' ✐♠♣♦"$❛♥$❡ '✐ ❧❡ '✉❥❡$ ❡'$ ✉♥❡ ❢❡♠♠❡
❬✹✶✱ ✹✵❪ ♥♦$❛♠♠❡♥$ = ❝❛✉'❡ ❞❡ ❧✬♦'$%♦♣♦"♦'❡ ❬✷✽❪✳ ❊♥ ♣❧✉' ❞✬G$"❡ ♣❧✉' ❥❡✉♥❡'✱ ❧❡' '✉❥❡$' ❞❡
♥♦$"❡ %$✉❞❡ %$❛✐❡♥$ $♦✉' ❞❡' ❤♦♠♠❡' ❝❡ .✉✐ ♣❡✉$ ❡①♣❧✐.✉❡" .✉❡ ♥♦✉' ❛②♦♥' ♠❡'✉"% ✉♥
❡✛♦"$ = ❧❛ "✉♣$✉"❡ ♣❧✉' ✐♠♣♦"$❛♥$ .✉❡ ❉✉♣"❡② ❡$ ❛❧✳ ❉❡ ❧❡✉" ❝Y$%✱ ▼✉❦❤❡"❥❡❡ ❡$ ❛❧✳❬✺✷❪
♦♥$ "%❛❧✐'% ✶✽ ❡''❛✐' ❞✬✐♠♣❛❝$ '✉✐✈❛♥$ $"♦✐' ✈✐$❡''❡' ❝♦♥❞✐$✐♦♥♥%❡' ♣❛" ❞❡' ❤❛✉$❡✉"' ❞❡
❝❤✉$❡ ❞✬✐♠♣❛❝$❡✉" ❞❡ ✵✳✺✱ ✶ ❡$ ✶✳✺♠✳ ❆✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉" ❞✬❡✛♦"$ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✬❡'$ ❞♦♥♥%❡ ♠❛✐'
❧❡✉"' "%'✉❧$❛$' ♣"%'❡♥$%' '♦✉' ❧❛ ❢♦"♠❡ ❞❡ ❝♦✉"❜❡' ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡' ♠♦♥$"❡♥$ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♣♦'✐$✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐$❡''❡ '✉" '❛ ✈❛❧❡✉" ♠❛✐' ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐$❡''❡ ♠♦②❡♥♥❡ = ❧✬✐♠♣❛❝$ ✐♥❢%"✐❡✉"❡ =
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉✉♣"❡② ❡$ ❛❧✳ ✭✶✳✼✶±✵✳✵✼ ❡$ ✶✳✼✼±✵✳✵✼ ♠✴'✮✱ ♥♦' "%'✉❧$❛$' ♥❡ ✈♦♥$ ♣❛' ❞❛♥' ❝❡
'❡♥' ❡$ ❝♦♥❢♦"$❡ ❧✬✐❞%❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛"✐❛$✐♦♥ ✐♥$❡"✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✳
❉❡' ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡' ♠❡'✉"%❡' ♣❛" ❞❡' ❥❛✉❣❡' ❝♦❧❧%❡' = ❧❛ '✉"❢❛❝❡ ❞❡' ❤✉♠%"✉'
❝♦♠♣❧D$❡♥$ ❧❡' ❞♦♥♥%❡' ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡'✳ ▲❛ "✉♣$✉"❡ ❞❡' ❤✉♠%"✉' ❡'$ '②'$%♠❛$✐.✉❡♠❡♥$
❛♣♣❛"✉❡ '✉" ❧❛ ❢❛❝❡ ✐♥❢%"✐❡✉"❡ = ❧❛ ♠✐✲❞✐❛♣❤②'❡✱ ❏✹ %$❛✐$ ❧❛ ♣❧✉' ♣"♦❝❤❡ ❡♥ ❛$$❡'$❡ ❧❡ ❢❛✐$
.✉✬❡❧❧❡ ❛✐$ ♠❡'✉"%❡ ❧❡' ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ❧❡' ♣❧✉' ✐♠♣♦"$❛♥$❡'✳ ❙❛ ♣♦'✐$✐♦♥ ❡'$ $♦✉$❡❢♦✐' ❞%❝❛❧%❡
♣❛" "❛♣♣♦"$ = ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ "✉♣$✉"❡✱ ❧❡' ✈❛❧❡✉"' "❡$❡♥✉❡' ♥❡ '♦♥$ ❞♦♥❝ .✉❡ ❞❡' '♦✉'✲❡'$✐♠❛$✐♦♥'
✾✻
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐.✉❡' ❧♦❝❛❧❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❞❡' ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' "%❡❧❧❡♠❡♥$ '✉❜✐❡' ♣❛" ❧✬❤✉♠%"✉' ❛✉ ♠♦♠❡♥$ ❞❡ '❛ "✉♣$✉"❡✳ ■❧ '❡♠❜❧❡ $♦✉$
❞❡ ♠7♠❡ ♣❡✉ ♣"♦❜❛❜❧❡ .✉❡ ❝❡$$❡ '♦✉'✲❡'$✐♠❛$✐♦♥ '♦✐$ '✉✣'❛♥$❡ ♣♦✉" ❡①♣❧✐.✉❡" ❧❛ ❞✐✛%"❡♥❝❡
❛✈❡❝ ❧❡' %$✉❞❡' .✉✐ ♦♥$ "❡$"♦✉✈% ♣♦✉" ❢%♠✉"✱ ❞❡' ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥' ❡♥ $"❛❝$✐♦♥ ❡$ > ❧❛ "✉♣$✉"❡
❝♦♠♣"✐'❡' ❡♥$"❡ ✶✳✷✾ ❡$ ✸✳✶✪ ❬✶✵✺✱ ✶✵✸✱ ✶✵✶❪✳ ❉✬❛✉$"❡ ♣❛"$✱ ❝❡' ♠7♠❡' ❛✉$❡✉"' ♦♥$ ♠❡'✉"%
❡♥ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥ ❞❡' ✈❛❧❡✉"' ✈❛"✐❛♥$ ❡♥$"❡ ✶✳✶✽ ❡$ ✶✳✾✪ ❛❧♦"' .✉❡ ❊✈❛♥' ❡$ ❱✐♥❝❡♥$❡❧❧✐ ❬✶✵✹❪
♦♥$ $"♦✉✈% ✉♥❡ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ ❞❡ ✵✳✾✺±✵✳✺✼ ✪ ❧♦"' ❞❡ ❧❛ "✉♣$✉"❡ ❞✬%❝❤❛♥$✐❧❧♦♥' ♣"%❧❡✈%' '✉"
❞❡' $✐❜✐❛'✳ ▲❛ ❞✐✛%"❡♥❝❡ ♣❡✉$ ❞♦♥❝ ♣"♦✈❡♥✐" ❞❡ ❧❛ ✈❛"✐❛❜✐❧✐$% ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ❛✉ '❡✐♥ ❞❡'
❞✐✛%"❡♥$' ♦' ❞✉ ❝♦"♣' ❤✉♠❛✐♥✳ O♦✉" ✜♥✐"✱ ❧❡' '✐❣♥❛✉① ❞❡ ❥❛✉❣❡' ❞❡ '❡♠❜❧❡♥$ ♣❛' ♠♦♥$"❡" ❞❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡ "%❣✐♠❡ ❞✉"❛♥$ ❧❡' ❡''❛✐' ❝♦♥✜"♠❛♥$ ❧❡ ❝♦♠♣♦"$❡♠❡♥$ %❧❛'$✐.✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❥✉'.✉✬> ❧❛ "✉♣$✉"❡ ❡$ ✐❧❧✉'$"❛♥$ '♦♥ ❝❛"❛❝$S"❡ ❢"❛❣✐❧❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥$ '❡"❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❛❜♦"❞% ❞❛♥'
✉♥❡ '❡❝$✐♦♥ ❞%❞✐%❡ > ❧❛ ❝❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬♦' ❤✉♠%"❛❧✳
✹ ❈❛#❛❝%&#✐(❛%✐♦♥ ❞❡( ♣#♦♣#✐&%&( ♠&❝❛♥✐/✉❡( ❧♦❝❛❧❡( ❞❡
❧✬❤✉♠&#✉(
▲❛ ❝❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❤✉♠❛✐♥ '❡ ♣♦✉"'✉✐$ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣"%'❡♥$❛$✐♦♥
❞❡' ❡''❛✐' "%❛❧✐'%' '✉" ❞❡' %♣"♦✉✈❡$$❡' ♣"%❧❡✈%❡' '✉" ❞❡✉① ❤✉♠%"✉' ❞"♦✐$'✳
❈❡$$❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❡①♣%"✐♠❡♥$❛❧❡ ♣❡"♠❡$ ❞❡ ❝❛"❛❝$%"✐'❡" ❧❡ ❝♦♠♣♦"$❡♠❡♥$ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬♦'
❝♦"$✐❝❛❧ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❡♥ $"❛❝$✐♦♥ ❡$ ❝♦♠♣"❡''✐♦♥ ❛✐♥'✐ .✉❡ ❞✬❡①♣❧♦"❡" ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
✈✐$❡''❡ ❞❡ '♦❧❧✐❝✐$❛$✐♦♥✳ ▲❡' ❡''❛✐' "%❛❧✐'%' '✬✐♥'❝"✐✈❡♥$ ❞❛♥' ♥♦$"❡ ❞%♠❛"❝❤❡ ✈✐'❛♥$ > ❞%$❡"✲
♠✐♥❡" ♣❛" ♠%$❤♦❞❡ ✐♥❞✐"❡❝$❡ ❧❡' ♣❛"❛♠S$"❡' ♥%❝❡''❛✐"❡' > ♥♦$"❡ ♠♦❞S❧❡ ♠✐❝"♦♠%❝❛♥✐.✉❡
♣❡"♠❡$$❛♥$ ❞❡ ❞%❝"✐"❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦"$❡♠❡♥$ ♠%❝❛♥✐.✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉' ❞✉"❛♥$ ❧❛ '✐♠✉❧❛$✐♦♥
❞✬✉♥ $❡'$ ❞✬✐♠♣❛❝$✳
▲❡' ♣"♦$♦❝♦❧❡' ❡$ "%'✉❧$❛$' ♣"%'❡♥$%' ❞❛♥' ❝❡$$❡ '❡❝$✐♦♥ '♦♥$ ❧❡ ❢"✉✐$ ❞✉ $"❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠❛'$❡"
"%❛❧✐'% ❛✉ ▲❆▼■❍ ♣❛" ❘✳ ❇"② ❬✶✾✸✱ ✹✼❪✳
✹✳✶ ▼❛%&'✐❡❧ ❡% ▼&%❤♦❞❡.
✹✳✶✳✶ #$%❧'✈❡♠❡♥, ❞❡. %♣$♦✉✈❡,,❡.
❈❡$$❡ %$✉❞❡ ❛ ❝♦♥❝❡"♥% ❧❡' ❤✉♠%"✉' ❞"♦✐$' ❞❡' '✉❥❡$' ✸✻✷ ❡$ ✸✾✺✳ ❯♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❞%❝♦✉♣❡ ♣"%✈♦✐$
❧❡ ♣"%❧S✈❡♠❡♥$ ❞❡ ❝✐♥. %♣"♦✉✈❡$$❡'✱ $"♦✐' ❞❛♥' ❧❛ ❞✐"❡❝$✐♦♥ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡ ✭❍✶✱❍✹✱❍✺✮ ❡$
❞❡✉① ❞❛♥' ❧❛ ❞✐"❡❝$✐♦♥ $"❛♥'✈❡"'❡ ✭❍✷✱❍✸✮ ❞❡ ❧✬♦' ✭✜❣✉"❡ ✸✳✷✻✭❛✮✮✳ ▲❛ ❞%❝♦✉♣❡ ❛ %$% "%❛❧✐'%❡
'♦✉' ✐""✐❣❛$✐♦♥ ❝♦♥'$❛♥$❡ > ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ '❝✐❡ ❙❡❝♦$♦♠✲✶✵ ❞❡ ❝❤❡③ ❙$"✉❡"'
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✮ ❧❛ '❡❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬%♣"♦✉✈❡$$❡✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬%❧❛'$✐❝✐$%
❞❡ ❧✬%♣"♦✉✈❡$$❡ ❡'$ ❝❛❧❝✉❧% '✉" ❧❛ ♣❡♥$❡ %❧❛'$✐.✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉"❜❡ ❡①♣"✐♠❛♥$ ❧❛ ❝♦♥$"❛✐♥$❡
❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ ♠❡'✉"%❡ ♣❛" ❧❛ ❥❛✉❣❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡✳ ❉❡ ❝❡$$❡ ❞❡"♥✐B"❡ '❡"❛
%❣❛❧❡♠❡♥$ ❞%$❡"♠✐♥%❡ ε˙ ❧❛ ✈✐$❡''❡ ❞❡ ❞%❢♦"♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬%♣"♦✉✈❡$$❡✳
✹✳✷ ❘$%✉❧(❛(%
❙✉" ❧❡' %♣"♦✉✈❡$$❡' ♣"%❧❡✈%❡' ❞❡' '✉❥❡$' ✸✻✷ ❡$ ✸✾✺✱ ✶✼ ❡''❛✐' ❞❡ ❝②❝❧❛❣❡ ❡♥ $"❛❝$✐♦♥✲
❝♦♠♣"❡''✐♦♥ '✉" ✽ %♣"♦✉✈❡$$❡' ✭✈♦✐" $❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻✮ ♦♥$ %$% "%❛❧✐'%'✳ ✻ %♣"♦✉✈❡$$❡' ❛✈❛✐❡♥$ %$%
♣"%❧❡✈%❡' ❞❛♥' ❧❛ ❞✐"❡❝$✐♦♥ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦' ❡$ ✷ %♣"♦✉✈❡$$❡' ❞❛♥' ❧❛ ❞✐"❡❝$✐♦♥ $"❛♥'✲
✈❡"'❡✳ ❙✉" ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❡''❛✐'✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬%❧❛'$✐❝✐$% ♠❡'✉"% ❡'$ ❞❡ ✶✽✹✷✾±✷✽✼✽ ▼P❛✳
❊♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '♦❧❧✐❝✐$❛$✐♦♥✱ ✐❧ ✈❛✉$ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✶✽✺✾✻±✷✾✹✼ ▼P❛ ♣♦✉" ❧❡' ❡''❛✐' ❡♥
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• ❯♥❡ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❞%❝❤❛"❣❡ 5 ❧❛ ♠6♠❡ ✈✐$❡''❡ .✉❡ ❧♦"' ❞❡ ❧❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❝❤❛"❣❡✳
✶✶✻
max
S =
dP
dh
∣∣∣∣
hmax
=
2√
π
√
A(hc)Er
hc
max
hc = hmax − εPmax
S
ε
Pmax
A(hc)
2 hc
A(hc)
Er
1
Er
=
1− ν2
E
+
1− ν2i
Ei
E ν Ei
νi Ei
νi ν
H =
Pmax
A(hc)
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ♣"♦♣"✐%$%' ♠%❝❛♥✐.✉❡' ♠✐❝"♦'❝♦♣✐.✉❡' ❞❡ ❧✬❤✉♠%"✉'
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥$"5❧❡" ❧❛ ❜♦♥♥❡ "%❛❧✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ❡''❛✐' ♣"♦❣"❛♠♠%'✱ ✉♥❡ ❝❛♣$✉"❡ ❞✉ ✈✐'✉❡❧ ♠✐❝"♦✲
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❛''❛(❞❡(♦♥) ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' )✉( ❧❡ '❛✉① ❞❡ ♣♦(♦)✐', ✐♥✐'✐❛❧ f0 ❡' ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬,❧❛)'✐❝✐', ❞❡ ❧❛
♠❛'(✐❝❡ ♦))❡✉)❡ Em✳ ▲❛ ❞❡(♥✐@(❡ ♣❛('✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ♣(,)❡♥'❡ ❧❡) ❛)♣❡❝') ♣(❛'✐2✉❡) ❞❡ ❧❛
❢♦(♠✉❧❛'✐♦♥✱ ❞,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❡' '❡)') ❞❡ ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ♠✐❝(♦♠,❝❛♥✐2✉❡ ❬✷✵✽❪ ❞✬❡♥✲
❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ,❧❛)'✐2✉❡ ❛♣♣❧✐2✉, - ❧✬❤✉♠,(✉) ❤✉♠❛✐♥✳ ▲❛ ❢♦(♠✉❧❛'✐♦♥ ♠✐❝(♦♠,❝❛♥✐2✉❡ ❡)'
❜❛),❡ )✉( ❧✬❤♦♠♦❣,♥,✐)❛'✐♦♥ ❞❡ '②♣❡ ▼♦(✐✲❚❛♥❛❦❛ ❬✶✼✸❪ ❜❛),❡ )✉( ❧✬❤②♣♦'❤@)❡ ❞✬✐♥❝❧✉)✐♦♥)
✈✐❞❡) ❞❡ ❢♦(♠❡ ❝②❧✐♥❞(✐2✉❡✳ ▲❡ ❝(✐'@(❡ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ❡)' ❜❛), )✉( ✉♥❡ ❢♦(♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❡
'②♣❡ ▼❛(✐❣♦ ❬✶✽✸✱ ✷✵✾✱ ✷✶✵❪✳ ❉❛♥) ✉♥ ♣(❡♠✐❡( '❡♠♣) ❧❛ ❢♦(♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❡) ,2✉❛'✐♦♥) ❞✬❡♥✲
❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ♣♦✉( ❧❡ ❝❛) ❞❡ )'(✉❝'✉(❡) ❞❡ '②♣❡ ❜❛((❡ ❡' ♣♦✉'(❡ ❬✷✶✶❪ ❡)' ❞♦♥♥,❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡) ♣❛(❛♠@'(❡) ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ❡♥ )❡ ❜❛)❛♥' )✉( ❧❡) (,)✉❧'❛') ❞✬❡))❛✐) ❞❡
'②♣❡ ❝♦♠♣(❡))✐♦♥ ❡' ✢❡①✐♦♥ 2✉❛)✐✲)'❛'✐2✉❡) )✉( ❞❡ ♣❡'✐'❡) ,♣(♦✉✈❡''❡) ❞❡ ❢♦(♠❡ ♣❛(❛❧❧,❧,✲
♣✐♣,❞✐2✉❡)✳ ▲❛ ❞❡✉①✐@♠❡ )❡❝'✐♦♥ ❡)' ❝♦♥)❛❝(,❡ - ❧❛ ♣(✐)❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡' ❞❡ ✈✐'❡))❡ ❞❡
❞,❢♦(♠❛'✐♦♥ ❡' ❧❡) ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥) - ❛♣♣♦('❡( ♣♦✉( ✉♥❡ ✉'✐❧✐)❛'✐♦♥ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ♣♦✉(
❧❡ ❝❛) ❞✬✐♠♣❛❝' )✉( ❤✉♠,(✉)✳ ▲❛ '(♦✐)✐@♠❡ )❡❝'✐♦♥ ♣(,)❡♥'❡(❛ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡''❡ ❛♣✲
♣(♦❝❤❡✱ ♦R ❧❡) ♣❛(❛♠@'(❡) ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ♦❜'❡♥✉) )✉✐'❡ - ❧✬✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ )❡(♦♥'
✉'✐❧✐),) ❞❛♥) ❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❞✬❤✉♠,(✉) ❝♦♠♣❧❡' - '(❛✈❡() ✉♥ '❡)' ❞✬✐♠♣❛❝' )✉( ♣✉✐') ❞❡ ❝❤✉'❡✳
❊♥✜♥ ♦♥ '❡(♠✐♥❡(❛ ♣❛( ✉♥❡ ❛♥❛❧②)❡ ❞❡) (,)✉❧'❛') ❡' ♦♥ ❞(❡))❡(❛ ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥ )✉( ❝❡''❡
❛♣♣(♦❝❤❡ ❡' ❧❡) ♣❡()♣❡❝'✐✈❡) )✉( ❧❡) ❛♠,❧✐♦(❛'✐♦♥) ❢✉'✉(❡)✳
✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡- ♣❛$❛♠1#$❡- ✐♥✐#✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠♦❞4❧✐-❛#✐♦♥
❈❡''❡ )❡❝'✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐'(❡ ❡)' ❞❡)'✐♥,❡ - ❡①♣❧♦(❡( (❛♣✐❞❡♠❡♥' ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡) ❞✐✛,(❡♥')
♣❛(❛♠@'(❡) ✐♥✐'✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠♦❞,❧✐)❛'✐♦♥ ✭❱imp✱ ❊m✱ f ❡' ρ✮ )✉( ❧✬❡)'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛♦('
- ❧✬✐♠♣❛❝'✳ ❉❛♥) ❝❡ ❜✉'✱ ❧❛ ♠♦❞,❧✐)❛'✐♦♥ ❞✉ )✉❥❡' ✺✶✼ '❡❧❧❡ 2✉✬❡❧❧❡ ❛ ,', ♣(,)❡♥',❡ - ❧❛
✶✷✷
−1
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m 0
■❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡* ♣❛,❛♠.$,❡* ♠✐❝,♦♠/❝❛♥✐0✉❡* /❧❛*$✐0✉❡*
❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✿ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐(❡))❡ ❞✬✐♠♣❛❝( ❡( ❞❡ ❧❛ ♠❛))❡ ✈♦❧✉♠✐/✉❡ ❞❡) )✉❥❡() ✉(✐❧✐)1)
❙✉❥❡$ ❱imp ✭♠✳*
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✮ ρ ✭❑❣✳♠−3✮
✺✵✶ ✶✱✽✶ ✶✽✽✸
✺✵✸ ✶✱✼✵ ✶✻✾✺
✺✶✹ ✶✱✻✸ ✶✽✷✺
✺✶✼ ✶✱✻✼ ✶✽✾✻
✺✸✺ ✶✱✻✸ ✶✽✺✻
✹✽✺ ✶✱✻✺ ✶✼✾✸
✺✽✷ ✶✱✼✷ ✶✽✹✾
✸ ■❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡+ ♣❛-❛♠/%-❡+ ♠✐❝-♦♠0❝❛♥✐1✉❡+ 0❧❛+✲
%✐1✉❡+
✸✳✶ ▲❛ ♣♦'♦(✐*+ ✐♥✐*✐❛❧❡ f0
▲❡ $❛✉① ❞❡ ♣♦,♦*✐$/ ✐♥✐$✐❛❧ ❢0 ❞❡* *✉❥❡$* ❛ /$/ ❞/$❡,♠✐♥/ I ♣❛,$✐, ❞❡ ❧❛ ❞❡♥*✐$/ ,❡❧❛$✐✈❡ ❞❡
❧❛ ♠K♠❡ ♠❛♥✐.,❡ 0✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣,/*❡♥$/❡ ❞❛♥* ❧❡ ❝❤❛♣✐$,❡ ✷✳ M♦✉, ,❛♣♣❡❧✱ ❢0 ❡*$ ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧/
♣❛, ✿
f0 = 1− dr = 1− mair −meau
V × ρeau ✭✹✳✶✮
❛✈❡❝ ♠air ❡$ ♠eau ❧❡* ♠❛**❡* ❞❛♥* ❧✬❛✐, ❡$ ❞❛♥* ❧✬❡❛✉ ♠❡*✉,/❡* ❧♦,* ❞❡ ❧❛ ❞❡♥*✐$♦♠/$,✐❡
❛♣,.* ❧✬✐♠♣❛❝$ ❞❡* ❤✉♠/,✉*✱ ❱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡* ,❡❝♦♥*$,✉❝$✐♦♥* ❞❡* ❤✉♠/,✉* ❡$ ρeau ❧❛
♠❛**❡ ✈♦❧✉♠✐0✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✭✶✵
3
❑❣✳♠
−3
✮✳
▲❡* ❞♦♥♥/❡* ✉$✐❧✐*/❡* ❡$ ✈❛❧❡✉,* ♦❜$❡♥✉❡* *♦♥$ ♣,/*❡♥$/❡* ❞❛♥* ❧❡ $❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✳ ❉❡* ✈❛❧❡✉,*
❛❜❡,,❛♥$❡* ❛♣♣❛,❛✐**❡♥$ ♣♦✉, ❧❡* *✉❥❡$* ✺✶✹ ❡$ ✹✽✺ ❝❡,$❛✐♥❡♠❡♥$ ❞✉❡* I ✉♥❡ *✉,❡*$✐♠❛$✐♦♥
❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬♦*✱ ♣♦✉, ❝❡* *✉❥❡$* ♥♦✉* ❝♦♥*❡,✈❡,♦♥* ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝❛❧❝✉❧/❡ ❞❡* ❛✉$,❡* *✉❥❡$*
I *❛✈♦✐, ✶✹✱✷✽ ✪✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✿ ❚❛❜❧❡❛✉ 41❝❛♣✐(✉❧❛(✐❢ ❞❡) ❞♦♥♥1❡) ♣♦✉4 ❧✬❡)(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦4♦)✐(1 ✐♥✐(✐❛❧❡
❙✉❥❡$ ❱ ✭♠♠
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✮ ♠air ✭❣✮ ♠eau ✭❣✮ ❞r ✭✳✮ ❢ ✭✪✮
✺✵✶ ✺✵✼✻✺ ✼✽✳✷✽ ✸✻✳✻✽ ✵✳✽✶✾ ✶✽✳✵✻
✺✵✸ ✻✹✺✷✵ ✾✵✳✷✼ ✸✻✳✷✽ ✵✳✽✸✼ ✶✻✳✸✸
✺✸✺ ✺✾✾✷✶ ✾✼✳✻✷ ✹✹✳✾✶ ✵✳✽✽✵ ✶✷✳✵✸
✺✶✹ ✼✽✷✼✶ ✶✹✵✳✵✶ ✻✷✳✹✼ ✵✳✾✾✶ ✵✳✾✸
✺✶✼ ✻✵✼✺✻ ✾✽✳✶✵ ✹✺✳✽✷ ✵✳✽✻✶ ✶✸✳✾✹
✹✽✺ ✺✶✾✻✸ ✾✹✳✽✻ ✹✶✳✾✻ ✶✳✵✶✽ ✲✶✳✽✶
✺✽✷ ✸✸✽✻✹ ✺✺✳✼✷ ✷✺✳✺✾ ✵✳✽✾✵ ✶✶✳✵✸
✶✷✺
■❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡* ♣❛,❛♠.$,❡* ♠✐❝,♦♠/❝❛♥✐0✉❡* /❧❛*$✐0✉❡*
✸✳✷ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬+❧❛-.✐❝✐.+ ❞❡ ❧❛ ♠❛.1✐❝❡ ♦--❡✉-❡ Em
▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬/❧❛*$✐❝✐$/ ❞❡ ❧❛ ♠❛$,✐❝❡ ♦**❡✉*❡ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ *✉❥❡$✱ ❛**♦❝✐/ ❛✉ $❛✉① ❞❡ ♣♦,♦*✐$/
♣,/*❡♥$/ ♣❧✉* ❤❛✉$✱ ❡*$ ❞/$❡,♠✐♥/ ♣❛, ♠/$❤♦❞❡ ✐♥✈❡,*❡ : ♣❛,$✐, ❞❡* ♣,♦♣,✐/$/* ❛♣♣❛,❡♥$❡*
❞❡* ❤✉♠/,✉*✳ ❈❡* ❞❡,♥✐.,❡* *♦♥$ ❞/$❡,♠✐♥/❡* *✉✐✈❛♥$ ❞❡✉① ♠/$❤♦❞❡* ♣,♦♣♦*❛♥$ ❞❛♥* ✉♥
♣,❡♠✐❡, $❡♠♣* ✉♥❡ ❡①♣❧♦✐$❛$✐♦♥ ❛♥❛❧②$✐0✉❡ ❞❡* ❡**❛✐* ❣❧♦❜❛✉① ❡♥ *$❛$✐0✉❡ ✈✐❛ ❧❡✉, ♠♦❞/✲
❧✐*❛$✐♦♥ ❊❋ ✳
✸✳✷✳✶ ▲❛ ♠'(❤♦❞❡ ❛♥❛❧②(✐1✉❡
▲✬♦❜❥❡❝$✐❢ ❞❡ ❝❡$$❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❡*$ ❞❡ ❞/$❡,♠✐♥❡, ❧❡* ♣,♦♣,✐/$/* ❛♣♣❛,❡♥$❡* ❞❡ ❧✬❤✉♠/,✉*
: ♣❛,$✐, ❞✬✉♥❡ ,❡❧❛$✐♦♥ ❝♦♥$,❛✐♥$❡✲❞/❢♦,♠❛$✐♦♥ ✭σ✲ε✮ ♦✉ ❧❡* ❞/❢♦,♠❛$✐♦♥* *♦♥$ ,❡♣,✐*❡*
❞❡* ♠❡*✉,❡* ❡①♣/,✐♠❡♥$❛❧❡*✳ ▲❛ ❝♦♥$,❛✐♥$❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❥❛✉❣❡ ❛ /$/ ❡*$✐♠/❡ ♣❛,
❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ : ❧✬❤✉♠/,✉* ❞❡* ,❡❧❛$✐♦♥* ❛**♦❝✐/❡* : ❧❛ $❤/♦,✐❡ ❞❡* ♣♦✉$,❡* ❡♥ *❡ ,/❢/,❛♥$
❛✉① $,❛✈❛✉① ❞❡ ❏G♠*G ❡$ ❛❧✳ ❬✷✶✷❪ *✉, ❞❡* ♦* ❧♦♥❣* ❞❡ ,♦♥❣❡✉,✳ ❉❛♥* ❝❡$$❡ ❛♣♣,♦❝❤❡✱ ❡❧❧❡
*✬♦❜$✐❡♥$ ♣❛, ✿
σ =
l hj
I
f ✭✹✳✷✮
❛✈❡❝✱ ♣♦✉, ❝❤❛0✉❡ ❝❤❛0✉❡ ❥❛✉❣❡✱ l ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉, ❡♥$,❡ *♦♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❡$ ❧✬❡♥❝❛*$,❡♠❡♥$
❞✐*$❛❧✱ hj ❧❛ ❞✐*$❛♥❝❡ ❛❧❣/❜,✐0✉❡ ❡♥$,❡ ❧❡ ❝❡♥$,❡ ❞❡ ❣,❛✈✐$/ ❞❡ *❛ *❡❝$✐♦♥ ❡$ *♦♥ ❡♠♣❧❛✲
❝❡♠❡♥$✱ I ❧❡ ♠♦♠❡♥$ 0✉❛❞,❛$✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ *❡❝$✐♦♥ ♦O ❡❧❧❡ *❡ $,♦✉✈❡ ❡$ f ❧✬❡✛♦,$ ♠❡*✉,/
❡①♣/,✐♠❡♥$❛❧❡♠❡♥$ : ❧✬✐♠♣❛❝$❡✉,✳ Q♦✉, hj✱ I ❡$ ❧❡* ❝♦♦,❞♦♥♥/❡* ❞✉ ❝❡♥$,❡ ❞❡ ❣,❛✈✐$/ ❞❡*
❞✐✛/,❡♥$❡* *❡❝$✐♦♥*✱ ❧❡✉,* ✈❛❧❡✉,* ♦♥$ /$/ ❡①$,❛✐$❡* ❞❡* ,❡❝♦♥*$,✉❝$✐♦♥* ❣/♦♠/$,✐0✉❡* ❞❡*
❤✉♠/,✉* ✭✜❣✉,❡ ✹✳✺✮ ❡$ ❛♥❛❧②*/❡* ❞✐,❡❝$❡♠❡♥$ ♣❛, ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈❛$✐❛
❝©
✳
❙❡❝#✐♦♥
❞✐(#❛❧❡
❧❂✵
❙❡❝#✐♦♥ ✶
❧❂▲✴✹
h3
h1
❙❡❝#✐♦♥ ✷
❧❂▲✴✷
h4
❙❡❝#✐♦♥ ✸
❧❂✸▲✴✹
h2
h5
❙❡❝#✐♦♥
♣/♦①✐♠❛❧❡
❧❂▲
❋✐❣✉$❡ ✹✳✺✿ ❙❡❝#✐♦♥' ❡①#)❛✐#❡' ❞❡ ❧❛ )❡❝♦♥'#)✉❝#✐♦♥ ❞✉ '✉❥❡# ✺✸✺
▲✬❡✛♦,$ : ❧✬✐♠♣❛❝$❡✉, ♥✬❛②❛♥$ ♣❛* /$/ ♠❡*✉,/ ♣♦✉, ❧❡ *✉❥❡$ ✺✵✸✱ ❧❛ ♠/$❤♦❞❡ ❛ /$/ ❞/$♦✉,♥/❡✳
❊♥ ❡✛❡$ ❧❛ ❞/♠❛,❝❤❡ ♣,/*❡♥$/❡ ❝✐✲❞❡**✉* ❛ /$/ ❛♣♣❧✐0✉/❡ ❡♥ ❝♦♥*✐❞/,❛♥$ ❝❡$$❡ ❢♦✐* ❧❡* ❡✛♦,$*
❞❡ ,/❛❝$✐♦♥✳ ❉❛♥* ❝❡ ❝❛❞,❡ ❞✬❡**❛✐ *$❛$✐0✉❡✱ ✉♥❡ ,❡❧❛$✐♦♥ ❧✐♥/❛✐,❡ ❡①✐*$❡ ❡♥$,❡ ❧❡* ♠♦❞✉❧❡*
❞✬/❧❛*$✐❝✐$/ ♦❜$❡♥✉* : ♣❛,$✐, ❞❡* ❡✛♦,$* : ❧✬✐♠♣❛❝$❡✉, ✭❊ imp✮ ❡$ ❞❡ ,/❛❝$✐♦♥ ✭❊pl✮ ✭✜❣✉,❡ ✹✳✻✮
♣❡,♠❡$$❛♥$ ❞✬❡♥ ❞/❞✉✐,❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬/❧❛*$✐❝✐$/ ❛♣♣❛,❡♥$ ♣♦✉, ❧❡* *✉❥❡$ ✺✵✸✳
✶✷✻
TPo
m
TPo
m
explicit ©
m 0
ξ
Kn EL
ξξ
ξ
EF
L
EF
j
fj(E) =
4∑
s=0
(
εsj − Ps
χj.E
)2
∀j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}
s j
EF
moy
f(E) =
4∑
s=0
5∑
j=1
(
εsj − Ps
χj.E
)2
EF
m
EF
moy
❈♦♠♣♦$%❡♠❡♥% (❧❛+%✐-✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠($✉+ ❤✉♠❛✐♥
❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺✿  !♦♣!✐%&%' ❛♣♣❛!❡♥&❡' ❡& ♠♦❞✉❧❡ ❞✬%❧❛'&✐❝✐&% ❞❡ ❧❛ ♠❛&!✐❝❡ ♦''❡✉'❡ ✭❡♥ ▼ ❛✮ ♦❜&❡✲
♥✉' ♣❛! ❧❛ ♠%&❤♦❞❡ ❊❋
❙✉❥❡% ❏✶ ❏✷ ❏✸ ❏✹ ❏✺ ❊
EF
moy ❊
EF
m
✺✵✸ ✶✸✶✼✽ ✶✵✼✷✻ ✶✷✶✹✽ ✾✸✷✹ ✾✷✷✻ ✶✶✵✷✵ ✶✸✶✶✼
✺✸✺ ✷✵✹✸✵ ✶✾✷✽✶ ✷✵✶✼✸ ✶✼✹✺✼ ✶✽✷✽✵ ✶✽✽✾✷ ✷✶✹✻✻
✺✶✹ ✷✶✼✺✵ ✶✽✹✼✽ ✷✷✶✻✸ ✶✻✽✺✻ ✶✾✸✺✸ ✶✽✾✸✵ ✷✷✵✽✶
✺✶✼ ✶✹✾✾✵ ✶✺✷✵✽ ✶✺✶✵✽ ✶✹✺✾✽ ✶✻✻✾✺ ✶✺✵✾✽ ✶✼✺✹✶
✺✽✷ ✶✾✺✷✼ ✶✸✸✺✶ ✶✻✵✶✵ ✶✹✸✶✽ ✶✸✵✵✷ ✶✹✼✷✻ ✶✻✺✹✾
✹✽✺ ✶✹✻✹✺ ✶✻✹✹✷ ✶✻✷✺✹ ✶✻✶✽✾ ✶✺✼✶✹ ✶✺✼✽✺ ✶✽✹✶✷
✹ ❈♦♠♣♦%&❡♠❡♥& )❧❛,&✐.✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠)%✉, ❤✉♠❛✐♥
✹✳✶ ▲❡% &'%✉❧*❛*% ♥✉♠'&✐/✉❡%
❆✈❛♥% ❞❡ ♣$(+❡♥%❡$ ❧❡+ $(+✉❧%❛%+ B ♣$♦♣$❡♠❡♥% ❞✐%✱ ♥♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ $❡♠❛$-✉❡$ ❧❛ ❝♦❤($❡♥❝❡
❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐%%($❛%✉$❡ ❞❡+ ♣$♦♣$✐(%(+ ♠(❝❛♥✐-✉❡+ ❞(%❡$♠✐♥(❡+ -✉❡ ❝❡ +♦✐% ♣♦✉$ ❧❡+ ♠♦❞✉❧❡+
❞✬(❧❛+%✐❝✐%( ❛♣♣❛$❡♥%+ ❡% ❧❡+ ♠♦❞✉❧❡+ ❞✬(❧❛+%✐❝✐%( ❞❡ ❧❛ ♠❛%$✐❝❡ -✉✐ ❡♥ ♦♥% (%( ❞(❞✉✐%+✳ ❇✐❡♥
-✉❡ ♣$♦❝❤❡+✱ ❧❡+ ♣❛$❛♠G%$❡+ ♠✐❝$♦♠(❝❛♥✐-✉❡+ %$♦✉✈(+ ♣$(+❡♥%❡♥% ✉♥❡ ❞✐✛($❡♥❝❡✳ I♦✉$
❝♦♠♣❛$❡$ ❧❡+ ❡+%✐♠❛%✐♦♥+ ♥✉♠($✐-✉❡+ ❛✈❡❝ ❧❡+ $(+✉❧%❛%+ ❡①♣($✐♠❡♥%❛✉① ❡% ❡♥%$❡ ❡❧❧❡+✱ ♥♦✉+
♥♦✉+ ✐♥%($❡++❡$♦♥+ ❛✉① ♣✐❝+ ❞✬❡✛♦$% B ❧✬✐♠♣❛❝%❡✉$ ❛✐♥+✐ -✉✬❛✉① ❞(❢♦$♠❛%✐♦♥+ ❞❡ ❧✬❤✉♠($✉+
❡①%$❛✐%+ ❞❡+ (❧(♠❡♥%+ ❝♦L♥❝✐❞❡♥%+ ❛✈❡❝ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥% ❞❡+ ❥❛✉❣❡+ ❡①♣($✐♠❡♥%❛❧❡+✳ ❊♥
✜❣✉$❡ ✹✳✶✵ +♦♥% ♣$(+❡♥%(❡+✱ ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡+ ❞✐✛($❡♥%❡+ ❝♦✉$❜❡+ ❞✬❡✛♦$%+ ❡% ❞❡ ❞(❢♦$♠❛%✐♦♥+
♦❜%❡♥✉❡+ ❡♥ ✉%✐❧✐+❛♥% ❧❡+ ❥❡✉① ❞❡ ♣❛$❛♠G%$❡+ ❞(%❡$♠✐♥(+ ♣❛$ ❧❛ ♠(%❤♦❞❡ ❛♥❛❧②%✐-✉❡ ❜❛+(❡
+✉$ ❧✬✉%✐❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❤(♦$✐❡ ❞❡+ ♣♦✉%$❡+ ✭❋❊✲❚I♦✮ ♦✉ B ♣❛$%✐$ ❞❡ ❧❛ ♠(%❤♦❞❡ ❜❛+(❡ +✉$
❧❛ ♠♦❞(❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡+ ❡++❛✐+ +%❛%✐-✉❡+ ✭❋❊✲❙%❛%✮✳
I♦✉$ ✉♥❡ ❛♥❛❧②+❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡$%✐♥❡♥❝❡ ❞❡+ $(+✉❧%❛%+✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ ✐♥%($❡++❡$♦♥+ B ❧✬(❝❛$% ❡♥%$❡
❧❡+ ❝♦✉$❜❡+ ❡①♣($✐♠❡♥%❛❧❡+ ❡% ♥✉♠($✐-✉❡+✳ ◆♦✉+ ♥♦✉+ ♣❡♥❝❤❡$♦♥+ +✉$ ❧✬❡✛♦$% B ❧✬✐♠♣❛❝%
♦✉ ❡♥❝♦$❡ +✉$ ❧❡ +❡❝♦♥❞ ♣✐❝ ❞✬❡✛♦$% ♣♦✉$ ❧❡+ +✉❥❡% ✺✶✼ ❡% ✺✸✺✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡+ +✉❥❡%+
❛②❛♥% ❛%%❡✐♥%+ ❧❛ $✉♣%✉$❡✱ ❧❛ ❞(❢♦$♠❛%✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ +❡$❛ ❝♦♠♣❛$(❡ B ❝❡❧❧❡ ♥✉♠($✐-✉❡ ❛✉
%❡♠♣+ ❡①♣($✐♠❡♥%❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ♣✉✐+-✉✬❛✉ ❞❡❧B✱ ❧❛ $(♣♦♥+❡ ♥❡ $❡♣$(+❡♥%❡ ♣❧✉+ ✉♥ ♣❤(♥♦♠G♥❡
♣❤②+✐-✉❡✳ ▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ (❝❛$%+ ❝♦♥+%❛%(+ ❡+% ♣$(+❡♥%( ❞❛♥+ ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻ ♣♦✉$ ❧❡+ $(♣♦♥+❡+
✭❋❊✲❚I♦✮ ❡% ❞❛♥+ ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ✹✳✼ ♣♦✉$ ❧❡+ $(♣♦♥+❡+ ✭❋❊✲❙%❛%✮✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻✿ ➱❝❛!&' ❞❡' !%'✉❧&❛&' ❡①♣%!✐♠❡♥&❛✉① ❡& ♥✉♠%!✐;✉❡' ♦❜&❡♥✉' ♣❛! ❧❛ &❤%♦!✐❡ ❞❡' ♣♦✉&!❡'
❙✉❥❡% ❋imp ❋imp♠❛① ❋$ ❏✶ ❏✷ ❏✸ ❏✹ ❥✺
✺✵✸ ✶✼✼✻ ✵✱✶✽ ✵✱✵✻ ✵✱✶✷ ✲✵✱✶✷ ✵✱✵✵
✹✽✺ ✸✺✷ ✺✾✺ ✲✵✱✵✾ ✲✵✱✵✷ ✵✱✵✵ ✵✱✶✸ ✵✱✵✶
✺✶✹ ✲✶✸✵ ✲✷✽✸ ✲✵✱✵✹ ✲✵✱✵✸ ✵✱✵✹ ✲✵✱✶✸ ✵✱✵✺
✺✶✼ ✽✾ ✻✺ ✲✶✵✺ ✲✵✱✶✶ ✲✵✱✵✻ ✵✱✶✷ ✵✱✵✷
✺✸✺ ✶✼ ✼✵✸ ✶✾ ✲✵✱✵✹ ✲✵✱✵✹ ✵✱✵✷ ✲✵✱✶✽ ✲✵✱✵✶
✺✽✷ ✷✺✽ ✻✻✵ ✲✵✱✵✽ ✵✱✵✾ ✵✱✵✻ ✵✱✶✽ ✲✵✱✶✸
✶✸✵

❈♦♠♣♦$%❡♠❡♥% (❧❛+%✐-✉❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠($✉+ ❤✉♠❛✐♥
❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✼✿ ➱❝❛#$% ❞❡% #(%✉❧$❛$% ❡①♣(#✐♠❡♥$❛✉① ❡$ ♥✉♠(#✐0✉❡% ♦❜$❡♥✉% ♣❛# ❧❛ ♠♦❞(❧✐%❛$✐♦♥ ❞❡%
❡%%❛✐% %$❛$✐0✉❡%
❙✉❥❡% ❋imp ❋imp♠❛① ❋$ ❏✶ ❏✷ ❏✸ ❏✹ ❥✺
✺✵✸ ✶✵✷✽ ✲✵✱✺✵ ✲✵✱✷✽ ✵✱✹✸ ✵✱✶✶ ✵✱✷✹
✹✽✺ ✶✵✻ ✸✷✾ ✲✵✱✵✽ ✲✵✱✵✸ ✵✱✵✺ ✵✱✶✹ ✵✱✵✶
✺✶✹ ✸✻ ✲✶✶✸ ✲✵✱✵✹ ✵✱✵✶ ✵✱✵✹ ✲✵✱✶✷ ✵✱✵✵
✺✶✼ ✶✵✷ ✶✵✷ ✲✽✽ ✲✵✱✶✶ ✲✵✱✵✻ ✵✱✶✸ ✵✱✵✷
✺✸✺ ✲✶ ✻✻✻ ✻ ✲✵✱✵✹ ✲✵✱✵✷ ✵✱✵✷ ✲✵✱✶✼ ✲✵✱✵✸
✺✽✷ ✶✵✺ ✹✶✼ ✲✵✱✶✸ ✵✱✵✸ ✵✱✶✶ ✵✱✶✸ ✲✵✱✵✼
✹✳✷ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ❞❡% ,-%✉❧/❛/%
▲❡+ ♠♦❞(❧✐+❛%✐♦♥+ ❊❋ ❞❡+ +✉❥❡%+ ❛②❛♥% +✉❜✐+ ❞❡+ ❡++❛✐+ +%❛%✐-✉❡+ ❧♦$+ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡
❡①♣($✐♠❡♥%❛❧❡ ♦♥% (%( ✉%✐❧✐+(❡+ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❡+%✐♠❡$ ❧✬❡✛♦$% K ❧✬✐♠♣❛❝%❡✉$ ❡% ❧❡+ ❞(❢♦$♠❛%✐♦♥+
❞❡+ ❤✉♠($✉+ ❧♦$+ ❞✬✉♥ ✐♠♣❛❝%✳ ▲♦$+ ❞❡ ❝❡+ ❞✐✛($❡♥%+ ❝❛❧❝✉❧+✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦$%❡♠❡♥% ❞❡+ ❤✉♠($✉+
❛ (%( ❡①❝❧✉+✐✈❡♠❡♥% ❝♦♥+✐❞($( ❝♦♠♠❡ (❧❛+%✐-✉❡✳ ❉❡✉① ♠(%❤♦❞❡+ ♦♥% (%( ❞(✈❡❧♦♣♣(❡+
♣♦✉$ ✐❞❡♥%✐✜❡$ ❧❡+ ♣❛$❛♠P%$❡+ ❞(❝$✐✈❛♥% ❝❡ ❝♦♠♣♦$%❡♠❡♥%✳ ▲❛ ♣$❡♠✐P$❡ ❝♦♥+✐+%❛✐% ❡♥
❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❤(♦$✐❡ ❞❡+ ♣♦✉%$❡+✳ ▲❛ +❡❝♦♥❞❡ (%❛✐% ❜❛+(❡ +✉$ ❧✬❡①♣❧♦✐%❛%✐♦♥ ❞❡+
$(+✉❧%❛%+ ♥✉♠($✐-✉❡+ ❞❡+ ♠♦❞(❧✐+❛%✐♦♥+ ♣❛$ (❧(♠❡♥%+ ✜♥✐+ ❞❡+ ❡++❛✐+ +%❛%✐-✉❡+✳
❉❛♥+ ❧❡+ ❞❡✉① ❝❛+✱ ❧✬❡+%✐♠❛%✐♦♥ ❞❡+ ❞(❢♦$♠❛%✐♦♥+ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡+ ❝✐♥- ❥❛✉❣❡+ ♣$(+❡♥%❡
♣❡✉ ❞❡ ❞✐✛($❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡+ ✈❛❧❡✉$+ ❡①♣($✐♠❡♥%❛❧❡+✳ ❈❡%%❡ ❛♥❛❧②+❡ ❥✉+%✐✜❡ ❧❛ -✉❛❧✐%( ❞❡
❧❛ ♠♦❞(❧✐+❛%✐♦♥ ❛✉ %$❛✈❡$+ ❞❡ ❧❛ $❡♣$♦❞✉❝%✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦$%❡♠❡♥% ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❤✉♠($✉+ ❡♥
✢❡①✐♦♥ ❧♦$+ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝%✳ ❚♦✉%❡❢♦✐+✱ ✉♥ ❞(❝$♦❝❤❛❣❡ ❞❡+ ❞♦♥♥(❡+ ♥✉♠($✐-✉❡+ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉$❜❡
❡①♣($✐♠❡♥%❛❧❡ ♣❡✉% ❛♣♣❛$❛S%$❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ♣✉ T%$❡ ♦❜+❡$✈( ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ +✉❥❡% ✺✸✺
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡+ +✐❣♥❛✉① ❧✐(+ K ❏✹ ❡♥%$❡ ✶ ❡% ✸ ♠+ ✭✜❣✉$❡ ✹✳✶✵✮✳ ❈❡+ ♣❤(♥♦♠P♥❡+ +♦♥% ❧✐(+
K ❧❛ ♠✐+❡ ❡♥ $♦%❛%✐♦♥ ❡% ❛✉ ❣❧✐++❡♠❡♥% ❞❡+ ❝♦-✉✐❧❧❡+ ❧♦$+ ❞❡ ❧✬❡++❛✐✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡+ ❝♦-✉✐❧❧❡+
♣$(+❡♥%❡♥% ✉♥❡ ♠❛++❡ ❜✐❡♥ +✉♣($✐❡✉$❡ K ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤✉♠($✉+ ❝❡ -✉✐ ✐♠♣❧✐-✉❡ ✉♥❡ ❢♦$%❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉$ ❞(♣❧❛❝❡♠❡♥% +✉$ ❧❛ $(♣♦♥+❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ +②+%P♠❡✳
▲❡+ $(+✉❧%❛%+ ♠♦♥%$❡♥% (❣❛❧❡♠❡♥% ✉♥❡ ♣❧✉+ ❣$❛♥❞❡ ♣$(❝✐+✐♦♥ ❧♦$+ ❞❡ ❧✬❡+%✐♠❛%✐♦♥ ❞❡+
❡✛♦$%+ ♦❜%❡♥✉❡ K ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠(%❤♦❞❡ ❜❛+(❡ +✉$ ❧✬✉%✐❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞(❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡+
❡++❛✐+ +%❛%✐-✉❡+ ❡♥ ❝♦♠♣❛$❛✐+♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♠✐+❡ ❡♥ W✉✈$❡ ❛✉ %$❛✈❡$+ ❞❡ ❧❛ %❤(♦$✐❡ ❞❡+
♣♦✉%$❡+✳ ❯♥ (❧(♠❡♥% ❡①♣❧✐-✉❛♥% ❝❡%%❡ ❞✐✛($❡♥❝❡ ❡+% $❡❧❛%✐❢ ❛✉① ❢♦♥❞❡♠❡♥%+ ♠T♠❡ ❞❡
❧❛ %❤(♦$✐❡ ❞❡+ ♣♦✉%$❡+✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❡❧❧❡ ❡+% ❜❛+(❡ +✉$ ❧✬❤②♣♦%❤P+❡ ❞✬✉♥❡ +❡❝%✐♦♥ $(❣✉❧✐P$❡
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬(♣$♦✉✈❡%%❡ ❝❡ -✉✐ ♥✬❡+% ♣❛+ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣(♦♠(%$✐❡ ✐$$(❣✉❧✐P$❡ ❞❡
❧✬❤✉♠($✉+ ❤✉♠❛✐♥✳ ❆ ❝♦♥%$❛$✐♦✱ ❧❛ ♠♦❞(❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡+ ❡++❛✐+ +%❛%✐-✉❡+ ♣❡$♠❡% ✉♥❡ $❡♣$(✲
+❡♥%❛%✐♦♥ ♣❧✉+ ✜❞P❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛♣❤②+❡ ❤✉♠($❛❧❡ ❡% ❞✉ +②+%P♠❡ ❡♥✈✐$♦♥♥❛♥%✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ +♦♥
❡①♣❧♦✐%❛%✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐% K ❧❛ ❞(%❡$♠✐♥❛%✐♦♥ ❞❡+ ♣❛$❛♠P%$❡+ (❧❛+%✐-✉❡+ ❞❡ ❧✬❤✉♠($✉+ ❡♥ %❡✲
♥❛♥% ❝♦♠♣%❡ ❞✬✉♥ (✈❡♥%❛✐❧ ❞❡ ❞♦♥♥(❡+ ❜✐❡♥ ♣❧✉+ ❧❛$❣❡+ K +❛✈♦✐$ ❧❡+ ❞♦♥♥(❡+ ❡①♣($✐♠❡♥%❛❧❡+✳
Z♦✉$ ❝❡ -✉✐ $❡❧P✈❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦$% ❞❡ $(❛❝%✐♦♥✱ ❧✬(❝❛$% ❡♥%$❡ ❧❡+ ♣✐❝+ ❡①♣($✐♠❡♥%❛✉① ❡% ♥✉♠($✐-✉❡+
$❡+%❡ ♠❛❧❣$( %♦✉% ✐♠♣♦$%❛♥% ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡+ +✉❥❡%+ ✺✵✸ ❡% ✺✽✷✳ ❈❡❝✐ ❡+% ✐♥❤($❡♥% ❛✉① ❧✐♠✐%❡+
✶✸✷
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❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛"❣❡♠❡♥' F1 ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' d1✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶✿ ▼♦❞#❧❡ ❞✬'♣)♦✉✈❡,,❡ ❞✬❤✉♠')✉/ ✶❉ ❡♥ ❝♦♠♣)❡//✐♦♥
❊♥ .✉♣♣♦.❛♥' ✉♥ ❝♦♠♣♦"'❡♠❡♥' 3❧❛.'✐4✉❡ ❞✉ ♠❛'3"✐❛✉ ❞❡ ❧✬3♣"♦✉✈❡''❡✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ✿
σ = E ε ✭✹✳✺✮
♦R ε ❡' σ .♦♥' "❡.♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❛ ❞3❢♦"♠❛'✐♦♥ ❡' ❧❛ ❝♦♥'"❛✐♥'❡ ✉♥✐❛①✐❛❧❡.✱ E ❡.' ❧❡ ♠♦✲
❞✉❧❡ ❞✬3❧❛.'✐❝✐'3 ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧ ❛✛❡❝'3 ♣❛" ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' '❡❧ 4✉✬✐❧ ❛ 3'3 ✐❞❡♥'✐✜3 ❞❛♥. ❧❡
❝❤❛♣✐'"❡ ✷ ✿
E = Em
(1− d)(1 + d− νm + dνm)
(1 + νm)(1 + d− 2νm) ✭✹✳✻✮
♦R ❊m ❡' νm .♦♥' "❡.♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬3❧❛.'✐❝✐'3 ❡' ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ V♦✐..♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛'"✐❝❡ ♦..❡✉.❡✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ✉♥✐❛①✐❛❧✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. νm = 0✱ ❝❡ 4✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
E = Em (1− d) ✭✹✳✼✮
✶✸✸
g(d, F ) = F (d)−R(d) ≤ 0
F (d) d
F (d) = −∂ψ
∂d
= −1
2
ε2
∂E
∂d
=
1
2
Emε
2 ≥ 0 ∀d
R(d) d
R(d) = k(1 + ηd) = k + ξd
k η
g˙ = F˙ − R˙ = Em ε ε˙− ξ d˙ = 0 ⇒ d˙ = Em ε
ξ
ε˙
t0 = 0 t
∫ t
t0
d˙dt =
∫ εt
0
Em ε
ξ
dε ⇒ dt = d0 + Em
2ξ
ε2
dt
ψ(U) =
∫
V0
∫ ε
0
σ dε dV = A0L0
∫ ε
0
Em (1− dt) ε dε = A0L0
2
Em (1− d0) ε2− A0L0
8ξ
E2m ε
4
ε
❋♦"♠✉❧❛'✐♦♥ ❡' ✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡. ❞❡. ♣❛"❛♠0'"❡. ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' 3❧❛.'✐4✉❡
ε = ln
(
1 +
U
L0
)
≈ U
L0
+
1
2
(
U
L0
)2
✭✹✳✶✹✮
▲✬3♥❡"❣✐❡ ❞✉❡ ❛✉① ❡✛♦"'. ❡①'❡"♥❡. F (t) ❞♦♥♥3❡ .✉" ❧❛ ✜❣✉"❡ ✹✳✶✷ ♣❡✉' >'"❡ ❝❛❧❝✉❧3❡ ♣❛" ✿
πext(U) =
∫ U
0
F (t) du = Aire
ÔU1F1
✭✹✳✶✺✮
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ πext .❡ ❢❡"❛ ❞✐"❡❝'❡♠❡♥' ♣❛" ❡①♣❧♦✐'❛'✐♦♥ ❞❡. "3.✉❧'❛'. ❞✬❡..❛✐.✱ ❡♥ ❝❛❧❝✉✲
❧❛♥' ❧✬❛✐"❡ ❡♥ ❞❡..♦✉. ❞❡ ❧❛ ❝♦✉"❜❡ F (t) ❞❡ ❧❛ ✜❣✉"❡ ✹✳✶✷✳ ❊♥✜♥ ❧✬34✉✐❧✐❜"❡ ♠3❝❛♥✐4✉❡ ❞❡
❧✬3♣"♦✉✈❡''❡ ❡.' ♦❜'❡♥✉ ♣❛" ❧❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞❡ .'❛'✐♦♥♥❛"✐'3 ❞❡ ❧✬3♥❡"❣✐❡ ♣♦'❡♥'✐❡❧❧❡ '♦'❛❧❡✱
❝❡ 4✉✐ ♣❡"♠❡''"❛ ❞✬3'❛❜❧✐" ✉♥❡ 34✉❛'✐♦♥ ♣♦✉" ❧❛ ❞3'❡"♠✐♥❛'✐♦♥ ❞✉ ❞3❜✉' ❞❡ ❧❛ .'"✐❝'✐♦♥
❞♦♥♥3❡ ♣❛" ✉♥ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ❝"✐'✐4✉❡ d1 ❝♦""❡.♣♦♥❞❛♥' G ✉♥❡ ❞3❢♦"♠❛'✐♦♥ ε1 ♦❜'❡♥✉❡
G ❧✬✐♥.'❛♥' t1✳
δψ − δπext = 0 ∀δU 6= 0 ✭✹✳✶✻✮
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡. ✈❛"✐❛'✐♦♥. ❞❡. 3♥❡"❣✐❡. ✐♥'❡"♥❡ ❡' ❧✬3♥❡"❣✐❡ ❞♦♥♥❡ ✿
δψ(U) = A0L0Em
(
(1− d0) ε− 1
2ξ
Em ε
3
)
δε avec δε =
δU
L0
exp−ε ≈ δU
L0
(
1 +
U
L0
)
✭✹✳✶✼✮
δπext = F (t)δU ✭✹✳✶✽✮
▲✬34✉❛'✐♦♥ ❞✬34✉✐❧✐❜"❡ ✭✹✳✶✻✮ 3❝"✐'❡ G ❧✬✐♥.'❛♥' t1 ♣❡"♠❡' ❞✬❛❜♦✉'✐" ✉♥❡ ❡.'✐♠❛'✐♦♥ ❞✉
♣❛"❛♠0'"❡ ♠❛'3"✐❛✉ ξ ✿
1
ξ
=
2
Em ε
3
1
(
(1− d0) ε1 − exp
ε1
A0Em
F1
)
✭✹✳✶✾✮
❉❛♥. ❧✬34✉❛'✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ❧❛ ❞3❢♦"♠❛'✐♦♥ ❝"✐'✐4✉❡ ε1 ♣❡✉' >'"❡ ❞3'❡"♠✐♥3❡ ❞❛♥.
❧❡ ❝❛. ✉♥✐❛①✐❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥' U1 ♣❛" ✿
ε1 = ln
(
1 +
U1
L0
)
✭✹✳✷✵✮
♦N U1 ❡.' ❧❡ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥' ❝♦""❡.♣♦♥❞❛♥' ❛✉ ♣♦✐♥' .♦♠♠❡' d1 '❡❧ 4✉❡ "❡♣"3.❡♥'3 .✉" ❧❛
✜❣✉"❡ ✹✳✶✸✳ ▲❡. "3.✉❧'❛'. ❞✬❡..❛✐. ❡①♣3"✐♠❡♥'❛✉① .✉" ❧✬3♣"♦✉✈❡''❡ F1 .♦♥' "❡♣"3.❡♥'3. .✉"
❧❛ ✜❣✉"❡ ✹✳✶✸✳ ❖♥ ♣❡✉' ♦❜.❡"✈❡" ❛✉ ♣♦✐♥' .♦♠♠❡' ♦❜'❡♥✉ ♣♦✉" ✉♥❡ ❞3❢♦"♠❛'✐♦♥ ε1 ❡' ✉♥
❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' d1 ❞♦♥♥3 ♣❛" ❧✬34✉❛'✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ✿
d1 = d0 +
Em
2ξ
ε21 ✭✹✳✷✶✮
✶✸✺
ξξ
d1
F (U) d1
d1 d2
C n
dt = d1 + C (ε+ ε1)
n
C n
d1 d2
C1 ξ = 8.8 C = 7.6 n = 0.73
ε1 = 0.022
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❧❡, ✻ !♣-♦✉✈❡&&❡,✳
➱♣"♦✉✈❡''❡ ξ C n ε1
❈✶ ✽✳✽ ✼✳✻ ✵✳✼✸ ✵✳✵✷✷
❈✷ ✾✳✶ ✽✳✹ ✵✳✼✷ ✵✳✵✷✷
❈✸ ✽✳✸ ✶✷✳✺ ✵✳✽✼ ✵✳✵✷✵
❈✹ ✽✳✸ ✶✹✳✸ ✵✳✽✻ ✵✳✵✷✵
❈✺ ✽✳✶ ✼✳✸ ✵✳✼✷ ✵✳✵✷✸
❈✻ ✼✳✶ ✼✳✻ ✵✳✼✸ ✵✳✵✷✸
▼♦②❡♥♥❡ ✽✳✷✽ ✾✳✻✷ ✵✳✼✼ ✵✳✵✷✶✻
✺✳✷ ❋♦%♠✉❧❛*✐♦♥ ❡* ✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❡♥ ✢❡①✐♦♥
❖♥ .✉♣♣♦.❡ ❧✬3♣"♦✉✈❡''❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉"❡ ✹✳✶✻✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉" L0✱ ❞❡ .❡❝'✐♦♥ "❡❝'❛♥❣✉❧❛✐"❡ ❛②❛♥'
♣♦✉" ❧❛"❣❡✉" b ❡' ♣♦✉" 3♣❛✐..❡✉" e✳ ▲✬3♣"♦✉✈❡''❡ "❡♣♦.❡ .✉" ❞❡✉① ❛♣♣✉✐. .✐♠♣❧❡.✱ ❡.' .♦✉✲
♠✐.❡ J ✉♥❡ ❢♦"❝❡ '"❛♥.✈❡".❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ F (t)✳ ▲❡ ♠M♠❡ "❛✐.♦♥♥❡♠❡♥' ❢❛✐' ♣♦✉" ❧❡ ❝❛. ❞❡
❧❛ '"❛❝'✐♦♥✴❝♦♠♣"❡..✐♦♥ .❡"❛ "❡♣"✐. ✐❝✐✱ ♦O ✉♥❡ ❝♦✉"❜❡ '②♣✐4✉❡ ❞❡ ❝❤❛"❣❡✴❞3♣❧❛❝❡♠❡♥' ❡♥
✢❡①✐♦♥ ❡.' ❞♦♥♥3❡ .✉" ❧❛ ✜❣✉"❡ ✹✳✶✼✱ ❞❛♥. ❧❛4✉❡❧❧❡ ❧✬3♣"♦✉✈❡''❡ ♣"3.❡♥'❛♥' ✉♥ ❡♥❞♦♠♠❛✲
❣❡♠❡♥' ✐♥✐'✐❛❧ d0 .❡ "❡'"♦✉✈❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛"❣❡♠❡♥' F1 ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' d1✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻✿ ▼♦❞3❧❡ ❞✬!♣-♦✉✈❡&&❡ ❞✬❤✉♠!-✉, ✶❉ ❡♥ ✢❡①✐♦♥
❈♦♠♠❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡ ❝♦♠♣"❡..✐♦♥✱ ❧✬❡①♣"❡..✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ❞❡ ❧✬3✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡✲
♠❡♥' ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞3❢♦"♠❛'✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ "❡.'❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ♣✉"❡✳ ❊♥ ❡①♣"✐♠❛♥' ❧❛
❞3❢♦"♠❛'✐♦♥ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ε = y χ✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡
dt = d0 +
Em
2ξ
y2χ2 ✭✹✳✷✸✮
❉✬❛♣"0. ❧✬34✉❛'✐♦♥ ✭✹✳✷✸✮ ♦♥ ♣❡✉' ❝♦♥.'❛'❡" ❝❧❛✐"❡♠❡♥' 4✉❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ❡♥ ✢❡①✐♦♥
.❡"❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡. ♣❡❛✉① .✉♣3"✐❡✉"❡ ❡' ✐♥❢3"✐❡✉"❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉'"❡ ✭♣♦✉" y = ± e
2
✮✳
▲✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ♠❛①✐♠❛❧ .❡ ♣"♦♥♦♥❝❡"❛ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬3♣"♦✉✈❡''❡ ♣♦✉" x = L0
2
✳
dr = d0 +
Em
8ξ
e2χ2(
L0
2
) ✭✹✳✷✹✮
✶✸✽
dt
ψ(w) =
∫
V0
∫ ε
0
Em (1− dt) ε dεdV
=
b Em
2
∫ L0
x=0
∫ +e/2
y=−e/2
(
(1− d0)ε2 − Em
4ξ
ε4
)
dydx
=
b Em
24
∫ L0
0
(
(1− d0)e3χ2 − 3Em
80ξ
e5χ4
)
dx
ξ dn
wn tn
δψ − δπext = 0 ∀δw 6= 0
δψ(w) =
b Em
12
∫ L0/2
0
δχ
(
(1− d0)e3χ− 3Em
40ξ
e5χ3
)
dx
δπext =
F (t)
2
δw2
χ(x) =
(
− 8
L0
+ 24
x
L20
)
θ1 +
(
24
L20
− 96 x
L30
)
w2
tn
θ1 w2
b Em
150ξL70


8e3L0(3e
2Em (−22θ31L30 + 189θ21L20w2 − 576θ1L0w22 + 648w32)
−25(d0 − 1)ξL40(θ1L0 − 3w2))
24e3(θ1L0 − 4w2)(25(d0 − 1)ξL40
+9e2Em (7θ
2
1L
2
0 − 36θ1L0w2 + 72w22))

 =
{
0
F
}
w2
w2
θ1 ξ ξ
F1 ξ = 9.5
w2 = 2.1mm χ = 0.0109 ε = 0.0202
F1
dr ≈ 0.02
F1 ξ = 9.5
w2 = 2.1mm χ = 0.0109 ε = 0.0202
ξ wr χr εr dr
ε˙
 !✐#❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❡# ❡✛❡*# ❞❡ ✈✐*❡##❡ ❞❡ ❞.❢♦!♠❛*✐♦♥
❞❡ ❏♦❤#♦♥✲❈♦♦❦ ❬✷✶✹❪ ❞♦♥* ❧✬❡①♣!❡##✐♦♥ ❣.♥.!❛❧❡ ❡#* ❞♦♥♥.❡ ♣❛! ✿
εr =
(
D1 +D2 exp
[
D3
σh
σeq
])(
1 +D4 ln
ε˙
ε˙0
)(
1 +D5
T − Tr
Tm − Tr
)
✭✹✳✸✶✮
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❝❧❛!*.✱ ♥♦✉# ❛❞♦♣*❡!♦♥# ❧❛ ❞.#✐❣♥❛*✐♦♥ εstar ♣♦✉! ❧❛ ❧✐♠✐*❡ J ❧❛ !✉♣*✉!❡ ❡♥ #*❛*✐I✉❡ ❡* ε
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♣♦✉! ❧❛ ❧✐♠✐*❡ J ❧❛ !✉♣*✉!❡ ❡♥ ❞②♥❛♠✐I✉❡✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛# ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ❏♦❤#♦♥✲❈♦♦❦ ❬✷✶✹❪ #❡
!.❞✉✐* J ✿
εdynr = ε
sta
r
(
1 +D4 ln
ε˙
ε˙0
)
✭✹✳✸✷✮
❆✜♥ ❞❡ ❞.*❡!♠✐♥❡! ❧❡ ♣❛!❛♠F*!❡ D4 ❞❛♥# ❧✬.I✉❛*✐♦♥ ✹✳✸✷✱ ❞❡# *❡#*# ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ❞②♥❛♠✐I✉❡
❞❡✈!❛✐❡♥* N*!❡ ❢❛✐*#✳ ▼❛❧❤❡✉!❡✉#❡♠❡♥* ♣♦✉! ❞❡# !❛✐#♦♥# *❡❝❤♥✐I✉❡# ❡* ❞❡ ❞✐#♣♦♥✐❜✐❧✐*. ❞❡
♠❛*.!✐❡❧# ❝❡# *❡#*# ♥✬♦♥* ♣❛# .*. !.❛❧✐#.#✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐* ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❡①♣❧♦✐*. ❧❛ ❞.❢♦!♠❛*✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡ J !✉♣*✉!❡ ❞❡ ❧❛ ❥❛✉❣❡ J4 ♠❡#✉!.❡ ❧♦!# ❞❡# ❡##❛✐# ❞②♥❛♠✐I✉❡# #✉! ❤✉♠.!✉#✳ ❯♥❡
✈❛❧❡✉! ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞.❢♦!♠❛*✐♦♥ J !✉♣*✉!❡ ❡#* εdynr = 0.0064 ✭✈♦✐! ✜❣✉!❡ ✸✳✷✹✮✳ ▲❛ ✈✐*❡##❡
❞❡ ❞.❢♦!♠❛*✐♦♥ ε˙ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❡##❛✐# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❥❛✉❣❡ J4 ❡#* ❞❡ ❧✬♦!❞!❡
❞❡ 0.115✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥*!❡ ❧❛ ✜❣✉!❡ ✹✳✷✵✳ ❉❡ ❧✬.I✉❛*✐♦♥ ✹✳✸✷ ♦♥ ♣❡✉* ❛❧♦!# ❡①*!❛✐!❡ ❧❛
✈❛❧❡✉! ❞✉ ♣❛!❛♠F*!❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐*❡##❡ D4 = −0.3156✳
❈♦♥♥❛✐##❛♥* ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞✉ ♣❛!❛♠F*!❡ ❞❡ ✈✐*❡##❡ ❞❡ ❞.❢♦!♠❛*✐♦♥ D4✱ ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❞.*❡!♠✐✲
♥❡! ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥* ❝!✐*✐I✉❡ ❡♥ ❞②♥❛♠✐I✉❡ ddynr ♣❛! ✿
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ε˙
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❆♥❛❧②%❡ ❞❡% ()%✉❧+❛+%
♣✉✐%.✉❡ ❧❡% ❝♦✉(❜❡% ❜❧❡✉❡ ❡+ ✈❡(+❡ (❡%+❡♥+ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡% ❛✉ ❞)❜✉+✱ ❝❡ .✉✐ ♣❡(♠❡+ ❞❡ ❜✐❡♥
❡%+✐♠❡( ❧✬❡✛♦(+ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐♠♣❛❝+✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+ ❞;% .✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥+
❝(✐+✐.✉❡ ddynr ❡%+ ❛++❡✐♥+❡✱ ❧✬)❧)♠❡♥+ ✜♥✐ ❡%+ %✉♣♣(✐♠) ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛( ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉+
>+(❡ ❝♦♥%+❛+) %✉( ❧❡ ♣(❡♠✐❡( ✧❞)❝(♦❝❤❛❣❡✧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉(❜❡ ✈❡(+❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉(❜❡ ❜❧❡✉❡ .✉✐ ❛((✐✈❡
A ♣❡✉ ♣(;% ❛✉ +❡♠♣% t = 2ms ♣♦✉( ❧❡% ❤✉♠)(✉% 485 ❡+ 514 ❡+ A t = 3ms ♣♦✉( ❧✬❤✉♠)(✉% 582✳
◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% (❡♠❛(.✉❡( )❣❛❧❡♠❡♥+ .✉❡ ❧❛ ❞✉()❡ ❞✬❡✛♦(+ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝+❡✉( ❛✈❛♥+ (✉♣+✉(❡
❞✬❤✉♠)(✉% ♣()❞✐+❡ ♣❛( ❧❛ ♠♦❞)❧✐%❛+✐♦♥ ❡%+ +(;% ♣(♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉()❡ ❡①♣)(✐♠❡♥+❛❧❡✳ ▲❡%
❝♦♠♣❛(❛✐%♦♥% ❞❡% ❞✉()❡% ❞✬❡✛♦(+ ❞✬✐♠♣❛❝+ ❡♥+(❡ ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ♥✉♠)(✐.✉❡ ❡+ ❧✬❡①♣)(✐❡♥❝❡ ♣♦✉(
❧❡% +(♦✐% ❤✉♠)(✉% %♦♥+ ()%✉♠)❡% ❞❛♥% ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✶✱ ♦F ❧✬♦♥ ♣❡✉+ (❡♠❛(.✉❡( ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❡((❡✉(
❡♥+(❡ ❧✬❡%+✐♠❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞;❧❡ ♥✉♠)(✐.✉❡ ❡+ ❧❛ ❞✉()❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦(+ ❞✬✐♠♣❛❝+❡✉( ♠❡%✉()❡✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛%❛✐'♦♥ ❞❡' ❞✉%,❡' ❞❡ ❧✬❡✛♦%0 ❞✬✐♠♣❛❝0 ❛✈❛♥0 %✉♣0✉%❡ ❞❡' 0%♦✐' ❤✉♠,%✉'
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▼❛❧❣() ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦(❞❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦% ()%✉❧+❛+% ♥✉♠)(✐.✉❡% ♣❛( (❛♣♣♦(+ ❧✬❡%+✐♠❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞✉()❡ ❞✬✐♠♣❛❝+✱ ✐❧ (❡%+❡ ♥)❛♥♠♦✐♥% .✉❡ ❧✬✐♥+)❣(❛❧❡ %♦✉% ❧❛ ❝♦✉(❜❡ ❞✉(❛♥+ ❧❛ ❞✉()❡ ❞✬✐♠♣❛❝+
(❡%+❡ ❞✐✛)(❡♥+❡✱ ❝❡❝✐ ❡%+ ❞✉❡ A ♣❧✉%✐❡✉(% ❢❛❝+❡✉(%✳ ◆♦✉% ♣❡♥%♦♥% .✉✬✉♥ ❢❛❝+❡✉( ✐♠♣♦(+❛♥+
%❡(❛✐+ ❧❛ .✉❛❧✐+) ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡♥ ❡✛❡+ ✐❝✐ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉+✐❧✐%) +(♦✐% )❧)♠❡♥+% %♦❧✐❞❡% ❞❛♥%
❧✬)♣❛✐%%❡✉(✱ ❝❡❝✐ ❡%+ ❜✐❡♥ ❡♥+❡♥❞✉ ✐♥%✉✣%❛♥+✱ ✐❧ ❢❛✉❞(❛✐+ ❛✉❣♠❡♥+❡( ❝❡ ♥♦♠❜(❡ A ❛✉ ♠♦✐♥%
❝✐♥. )❧)♠❡♥+% ❞❛♥% ❧✬)♣❛✐%%❡✉( ❝❡ .✉✐ ♣♦✉((❛ ❛♠)❧✐♦(❡( ❧❛ %♦❧✉+✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡✉①✐;♠❡ ❢❛❝+❡✉(
%❡(❛✐+ ♣(♦❜❛❜❧❡♠❡♥+ ✉♥❡ ♠♦❞)❧✐%❛+✐♦♥ ♣❧✉% ♣❤②%✐.✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❡❧❧❡ ♦%%❡✉%❡ ❞❛♥% ❧❛ ❞✐❛♣❤②%❡✳
❊♥ ❡✛❡+ ❧❛ ♣()%❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦❡❧❧❡ ♣❡(♠❡+ ✉♥ ❛♠♦(+✐%%❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ()♣♦♥%❡ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❡+ ❛✐♥%✐
❛++)♥✉❡(❛✐+ ❧❡% ♦%❝✐❧❧❛+✐♦♥% ❡♥ ✉+✐❧✐%❛♥+ ✉♥ ♠♦❞;❧❡ ✈✐%❝♦)❧❛%+✐.✉❡✱ ❝❡ .✉✐ ♣❡(♠❡++(❛✐+ ❞❡ %❡
(❛♣♣(♦❝❤❡( ❞❡ ❧❛ ()♣♦♥%❡ ♣❤②%✐.✉❡✳ ▲✬❛++(✐❜✉+✐♦♥ ❞❡ ❝❡ +②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦(+❡♠❡♥+ A ❧❛ ()%✐♥❡
✉+✐❧✐%)❡ ♣♦✉( ✜①❡( ❧✬❤✉♠)(✉% ❛✉① ❝♦.✉✐❧❧❡% ♣❡(♠❡++(❛✐+ ❞✬❛❧❧❡( )❣❛❧❡♠❡♥+ ❞❛♥% ❝❡ %❡♥%✳
▲✬✉+✐❧✐%❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❝(✐+✐.✉❡ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥+ ddynr ♣❡(♠❡+ ❧✬❡♥❧;✈❡♠❡♥+ ❞❡% )❧)✲
♠❡♥+% ✜♥✐% ♣♦✉( ❧❡%.✉❡❧% ❝❡++❡ ✈❛❧❡✉( ❡%+ ❛++❡✐♥+❡✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ✉+✐❧✐%) ❝❡++❡ ♦♣+✐♦♥ ❞❛♥%
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+(♦✐% ❤✉♠)(✉% %✉✐+❡ A ❧✬✐♠♣❛❝+✳ ▲❡% ✜❣✉(❡% ✹✳✷✷✱ ✹✳✷✸ ❡+ ✹✳✷✹ ❞♦♥♥❡♥+ ❧❡% ❢❛❝✐;% ❞❡ (✉♣+✉(❡
❞❡% +(♦✐% ❤✉♠)(✉% 485✱ 514 ❡+ 582✳ ▲❡% ❢❛❝✐;% ❞❡ (✉♣+✉(❡ ♣()❞✐+% ♣❛( ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ❞✬❡♥❞♦♠✲
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❆ ❈❛#❛❝%&#✐(❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛(❡ ♠✐♥&#❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦( ❝♦#%✐❝❛❧✳
■ ▲❛ ❞❡♥%✐'( ❛♣♣❛*❡♥'❡ ✭da✮ *❡♣*(%❡♥'❡ ❧❛ ❞❡♥%✐'( ♠/♠❡ ❞❡ ❧✬(❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❡' %✬❡①♣*✐♠❡
♣❛* ❧❡ *❛♣♣♦*' ✿
da =
mech
Vech.ρeau
❛✈❡❝ mech ❧❛ ♠❛%%❡ ❞❡ ❧✬(❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❞❛♥% ❧✬❛✐* ✭❦❣✮ ❀ Vech ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬(❝❤❛♥✲
'✐❧❧♦♥✭♠✸✮ ❡' ρeau ❧❛ ♠❛%%❡ ✈♦❧✉♠✐=✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✭✶✵✵✵❦❣✴♠✸✮✳
■ ▲❛ ❞❡♥%✐'( *(❡❧❧❡ ✭d✮ *❡♣*(%❡♥'❡ ❧❛ ❞❡♥%✐'( ❞✉ ♠❛'(*✐❛✉ ❝♦♥%'✐'✉❛♥' ❧✬(❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✭♦%
❝♦*'✐❝❛❧ ❞❛♥% ♥♦'*❡ ❝❛%✮✳ ❊❧❧❡ %❡ ❝❛❧❝✉❧❡ C ♣❛*'✐* ❞✉ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞✬❆*❝❤✐♠E❞❡ ❡' %✬❡①♣*✐♠❡
♣❛* ❧❡ *❛♣♣♦*' ✿
d =
mech
mech −meau
❛✈❡❝ mech ❡' meau ❧❛ ♠❛%%❡ ❞❡ ❧✬(❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❞❛♥% ❧✬❛✐* ❡' ❞❛♥% ❧✬❡❛✉✭❦❣✮✳
■ ▲❛ ❞❡♥%✐'( *❡❧❛'✐✈❡ ✭dr✮ *❡♣*(%❡♥'❡ ❧❡ '❛✉① ❞❡ ♠❛'✐E*❡ ♣*(%❡♥' ❞❛♥% ❧✬(❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✱ ❞❡ ❝❡
❢❛✐' ❡❧❧❡ ❡%' (❣❛❧❡♠❡♥' *❡❧✐(❡ ❛✉ '❛✉① ❞❡ ♣♦*♦%✐'( f ✳ ❈❡% ❞❡✉① ❣*❛♥❞❡✉*% %✬❡①♣*✐♠❡♥'
❡♥ %age ❡' %❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥' ♣❛* ❧❡% *❡❧❛'✐♦♥% %✉✐✈❛♥'❡% ✿
dr =
da
d
❡' f = 1− dr
■ ▲❛ ❞❡♥%✐'( ♠✐♥(*❛❧❡ ✭dm✮ ♣❡*♠❡' ❞❡ =✉❛♥'✐✜❡* ❧❡ ♣♦✉*❝❡♥'❛❣❡ ❞❡ ♠❛'✐E*❡ ♠✐♥(*❛❧❡
♣*(%❡♥' ❛✉ %❡✐♥ ❞❡ ❧✬(❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✳ ❊❧❧❡ %❡ ❝❛❧❝✉❧❡ C ♣❛*'✐* ❞❡ ❧❛ ♠❛%%❡ ❞❡% ❝❡♥❞*❡% mcend
❞❡ ❧✬(❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❛♣*E% ❛✈♦✐* ('( ❝❛❧❝✐♥( %❡❧♦♥ ❧❛ *❡❧❛'✐♦♥ %✉✐✈❛♥'❡ ✿
dm =
mcend
mech
❛✈❡❝ mcend ❡' mech ✿ ❧❡% ♠❛%%❡% ❞❡ ❝❡♥❞*❡ ❛♣*E% ❝❛❧❝✐♥❛'✐♦♥ ✭❦❣✮ ❡' ❧❛ ♠❛%%❡ ❞❡
❧✬(❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✭❦❣✮✳
✶✻✷
❆♥♥❡①❡ ❇ ✿ ❘'❣❧❡* ❛❧❣,❜.✐0✉❡* ❞❛♥* ❧❛ ❜❛*❡ ❞❡ ❲❛❧♣♦❧❡ ♣♦✉. ❞❡* 6❡♥*❡✉.* ✐*♦6.♦♣❡*
6.❛♥*✈❡.*❡*
❇ ❘"❣❧❡& ❛❧❣(❜*✐,✉❡& ❞❛♥& ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡ ❲❛❧♣♦❧❡ ♣♦✉* ❞❡&
3❡♥&❡✉*& ✐&♦3*♦♣❡& 3*❛♥&✈❡*&❡&✳
❙♦✐6 ~n ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧✬✐*♦6.♦♣✐❡ 6.❛♥*✈❡.*❡✱ ♦♥ ❞,✜♥✐6 A¯ ❡6 B¯ ❞❡✉① 6❡♥*❡✉.* ❞✬♦.❞.❡ ✷ 6❡❧* 0✉❡ ✿
A¯ = ~n⊗ ~n ❡6 A¯+ B¯ = I¯ ✭✸✹✮
❛✈❡❝ I¯ ❧❡ 6❡♥*❡✉. ❞✬✐❞❡♥6✐6, ❞✬♦.❞.❡ ✷✳
▲❛ ❜❛*❡ ❞❡ ❲❛❧♣♦❧❡ ❬✶✽✶❪ ❡*6 ❝♦♠♣♦*,❡ ❞❡ *✐① 6❡♥*❡✉.* ,❧,♠❡♥6❛✐.❡* ✭E1✱E2✱E3✱E4✱E5✱E6✮
❞,✜♥✐* ❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ A¯ ❡6 B¯ ♣❛. ✿
E1 =
1
2
B¯ ⊗ B¯ E2 = A¯⊗ A¯ E3 = B¯⊗B¯ − 1
2
B¯ ⊗ B¯
E4 = A¯⊗B¯ + B¯⊗A¯ E5 = A¯⊗ B¯ E6 = B¯ ⊗ A¯
✭✸✺✮
♦K ❧❡* ♥♦6❛6✐♦♥* 6❡♥*♦.✐❡❧❧❡* *✉✐✈❛♥6❡* ♦♥6 ,6, ❛❞♦♣6,❡* ✿(
A¯⊗ B¯
)
ijkl
= aijbkl ❡6 A¯⊗B¯ = 1
2
(
A¯⊗B¯ + A¯⊗B¯
)
✭✸✻✮
❉❛♥* ❝❡66❡ ❜❛*❡✱ ♦♥ ✈,.✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥6 0✉❡ ∀i, j = 1, .., 4✱ ♦♥ ❛ ✿

Ei : Ej = Ej *✐ i = j
Ei : Ej = 0 *✐ i 6= j
E4 : J = J : E4 = 0
E4 : K = K : E4 = E4
✭✸✼✮
♦K J ❡6 K *♦♥6 ❧❡* ♣❛.6✐❡* *♣❤,.✐0✉❡ ❡6 ❞,✈✐❛6♦.✐0✉❡ ❞❡ I ❧❡ 6❡♥*❡✉. ❞✬✐❞❡♥6✐6, ❞✬♦.❞.❡ ✹
6❡❧* 0✉❡ ❧✬♦♥ ❛ I❂J✰K✳
❙♦✐❡♥6✱ ♠❛✐♥6❡♥❛♥6✱ T ❡6 U ❞❡✉① 6❡♥*❡✉.* ✐*♦6.♦♣❡* 6.❛♥*✈❡.*❡* ❞✬♦.❞.❡ ✹ ❞♦♥6 ❧❡* ❝♦♠♣♦✲
*❛♥6❡* ❞❛♥* ❧❛ ❜❛*❡ ❞❡ ❲❛❧♣♦❧❡ *♦♥6 ❧❡* *✉✐✈❛♥6❡* ✿
T = (T1, T2, T3, T4, T5, T6) ❡6 U = (U1, U2, U3, U4, U5, U6) ✭✸✽✮
▲❡* .'❣❧❡* ❛❧❣,❜.✐0✉❡* 0✉✐ *✬② ❛♣♣❧✐0✉❡♥6 ♣❡.♠❡66❡♥6 ❞✬,❝.✐.❡ ❧❡✉. *♦♠♠❡ ❝♦♠♠❡ ✿
T+ U = (T1 + U1, T2 + U2, T3 + U3, T4 + U4, T5 + U5, T6 + U6) ✭✸✾✮
▲❡✉. ♣.♦❞✉✐6 ♣❛. ✿
TU = (T1U1 + 2T6U5, T2U2 + 2T5U6, T3U3, T4U4, T5U1 + T2U5, T6U2 + T1U6) ✭✹✵✮
❊6 ❡♥✜♥ ❧❡* ❝♦♠♣♦*❛♥6❡* ❞❡ ❧✬✐♥✈❡.*❡ ❞✉ 6❡♥*❡✉. T *♦♥6 ✿
T−1 = (
T2
T ∗
,
T1
T ∗
,
1
T3
,
1
T4
,
−T5
T ∗
,
−T6
T ∗
) ✭✹✶✮
❛✈❡❝ T ∗ ❂ T1T2 ✲ ✷T5T6
✶✻✸
©E = K
4H
πD2
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❧✬❤✉♠)#✉& ✺✶✹
❉✳✺✳✷ ▲✬❡''❛✐ ❞✬✐♠♣❛❝&
O♦✉( ❝❡* ❡--❛✐✱ ✉♥ -②-*Q♠❡ ❞❡ ❞+*❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥*❛❝* ❛ +*+ ✐♥-*❛❧❧+ ❡♥*(❡ ❧✬❤✉♠+(✉- ❡*
❧✬✐♠♣❛❝*❡✉( ❛✜♥ ❞❡ ❞+*❡(♠✐♥❡( ♣(+❝✐-+♠❡♥* ❧❡ *❡♠♣- ✐♥✐*✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝*✳ ❙♦♥ ✉*✐❧✐-❛*✐♦♥
❛ ♣(♦✈♦0✉+ ❧❡ ♥♦♥ ❞+❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥* ❞❡- ❝❛♠+(❛- (❛♣✐❞❡-✱ ✐❧ ♥✬❡-* ❞♦♥* ♣❛- ♣♦--✐❜❧❡ ❞❡
♣(+-❡♥*❡( ❧✬+✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (✉♣*✉(❡ ❞✉(❛♥* ❧✬✐♠♣❛❝* ❞❡ ❝❡ -✉❥❡*✳ ■❧ ❛ ❡♥ (❡✈❛♥❝❤❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥+
♣♦✉( ❧❡- ❛✉*(❡- ✐♥-*(✉♠❡♥*-✱ ✉♥❡ ✈✐*❡--❡ H ❧✬✐♠♣❛❝* ❞❡ ✶✳✻✸ ♠✴- ❛ +*+ ❝❛❧❝✉❧+❡ -♦✐* ✉♥❡
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▲♦(- ❞❡ ❝❡* ❡--❛✐✱ ✐❧ ❛ +*+ ♠❡-✉(+ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝*❡✉( ✉♥ ♣✐❝ ❞✬❡✛♦(* ❞❡ ✶✸✼✾◆ ❡* ✉♥
❡✛♦(* ❞❡ ✽✼✼◆ H ❧❛ (✉♣*✉(❡✳ ▲❛ ♠❡-✉(❡ ❞❡- ❡✛♦(*- ❞❡ (+❛❝*✐♦♥ ♠♦♥*(❡♥* ✉♥ ✉♥✐0✉❡ ♣✐❝ H
✷✸✵✽◆ ❛✈❛♥* ❞❡ ❝❤✉*❡( ✭✜❣✉(❡ ✹✸✭❛✮✮✳ ▲❡- ❞+❢♦(♠❛*✐♦♥- -♦♥* ♠❡-✉(+❡- ♣♦-✐*✐✈❡- ❡♥ ❏✶ ❡* ❏✷
❡* ♥+❣❛*✐✈❡- ♣♦✉( ❧❡- ❛✉*(❡-✳ ▲❡- ❝♦✉(❜❡- ❞❡ ❞+❢♦(♠❛*✐♦♥- ❝♦♥✜(♠❡♥* ❞♦♥❝ ❧❛ -♦❧❧✐❝✐*❛*✐♦♥
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